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出 版 说明 


这 是 云南 大 学 丛书 的 一 种 。 

云南 大 学 建 校 六 十 余年 ， 学 科 门 类 比较 齐全 ， 各 门 学 科 的 专 
家 比较 集中 ， 拥 有 众多 的 教师 和 研究 生 ， 呐 有 良好 的 学 术 和 信息 
交流 环境 ， 一 些 学 科 已 在 国内 外 形成 了 自己 的 特色 。 为 提高 教育 
质量 和 全 民族 的 科学 文化 水 平 ， 促 进 国际 学 术 交流 ， 增 强 各 门 学 
科 主 动 适应 经 济 建设 、 社 会 发 展 需要 的 活力 ， 为 加 速 实现 社会 主 
义 四 个 现代 化 服务 ， 我 们 选编 了 这 套 丛 书 。 

本 丛书 的 选编 分 哲学 社会 科学 和 自然 科学 两 类 ， 既 重视 传统 
学 科 ， 又 突出 具有 特色 的 新 兴学 科 和 边缘 学 科 。 

本 丛书 的 性 质 为 学 术 性 专著 ， 以 反映 我 校 基础 理论 研究 和 具 
有 学 术 理论 价值 的 应 用 研究 和 开发 性 研究 的 成 果 。 

本 丛书 不 定期 出 版 ， 可 供 高 等 院 校 师 生 、 科学 Жтт 
者 、 中 等 学 校 教师 以 及 有 关 从 事 学 术 和 科技 工作 的 读者 阅读 。 

监 于 编者 水 平 的 限制 ， 本 书 的 缺点 、 错 误 在 所 难免 ， 请 批评 
指正 。 


云南 大 学 丛书 编辑 委员 会 
一 九 八 六 年 四 月 七 日 
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早期 对 超 双 曲 方程 的 探索 ， 稍 后 对 混合 型 方程 的 研究 都 涉及 
到 EPD 方 程 。 远 在 黎 曼 解 Laplace 双 曲 方程 时 创造 黎 曼 方 法 ， 但 
对 黎 曼 函数 的 存在 性 并 未 证 明 。 达 布 用 长 函数 法 证 明了 这 个 存在 
性 。 这 个 证 明 归 结 为 EPD 方 程 解 的 存在 性 的 证 明 ， 从 而 得 到 了 所 
谓 的 泊 松 公式 的 证 明 。 达 布 并 认为 这 个 方程 是 二 阶 线性 方程 的 代 
表 ， 它 反映 了 这 一 大 类 方程 解 的 许多 性 质 。Le-Roux 接 着 在 他 的 
博士 论文 中 进一步 深入 探讨 了 这 个 方程 ， 可 惜 后 继 者 很 少 ， 并 且 
重要 的 是 没有 能 把 探索 的 范围 扩大 到 高 维 。 

我 国学 者 进一步 认识 这 个 方程 事实 上 类 似 于 常 微分 方程 
Fuchs 理 论 ， 从 而 提出 要 把 常 微分 方程 的 Fuchs 理 论 推广 到 偏 微 分 
方程 。 国 内 有 许多 青年 学 者 在 这 方面 做 出 了 工作 ， 这 里 先后 就 有 
王 光 寅 、 齐 民 友 、 杨 光 俊 等 同志 。 杨 光 俊 同 志 把 多 年 教学 和 科研 
的 结果 ， 系 统 地 写 了 这 本 书 ， 内 容 充实 、 文 笔 流畅 ， 一 定 会 对 线 
性 偏 微 分 方程 定性 研究 起 很 好 的 作用 。 这 个 理论 也 是 我 国学 者 首 
先 提出 的 。 中 间 也 包括 线性 偏 微 分 方程 的 Fuchs 的 理论 。 

Hadamard 的 基本 理论 事实 上 是 以 特征 角 面 为 奇 性 的 Fuchs 理 
论 ， 可 惜 没 有 考虑 到 方程 式 系数 的 奇 性 与 解 的 奇 性 的 关系 。 那 末 
究竟 如 何 使 基本 解 能 够 反映 出 系数 的 奇 性 与 解 的 奇 性 的 关系 呢 ? 
ЭТАЖИ НЕТО ЕЛ Е. БАК. лій. Ki 
的 结果 51282 可 以 增强 我 们 信心 ， 这 就 是 说 这 本 书 将 大 有 发 展 余 
地 。 特 此 为 序 。 

吴 新 谋 
1985 年 8 月 于 北京 中 国 科学 院 数 学 研究 所 
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5 її 


考虑 一 类 含 奇 线 的 偏 微分 方程 
.9'u _ a ди, b ди с ,= 
эвт Епа Епа (pm OD 


Жа, b, 均 为 常数 。 它 称 为 Euler-Poisson-Darboux 方 程 ， 
或 简写 为 EPD 方 程 。 该 方程 最 早 于 1790 年 由 Eulert1) 给 出 ， 尔 后 
JE PoissonC 2J 于 1823 年 对 其 特殊 情形 进行 过 研究 , 1914 年 Darboux 
在 他 的 名 著 《 曲 面 论 》 一 书 C3] 中 对 (0.1) 作 了 系统 的 总 结 。 
并 因此 而 以 该 三 位 数学 家 的 名 字 命名 〈0.1)。 其 实 ， 历 史上 研究 
过 (0.1) 的 著名 数学 家 并 不 仅 只 是 他 们 三 人 ， 例 如 RiemannC4 245, 
研究 了 (0.0 的 特殊 情形 ， 并 导出 了 著名 的 Riemann ЊЕ, 
Volterrat$2, BeltramiCe24&dgx (0.1) 作 过 研究 工作 。 直 到 
19584, WeinsteinC30,47, 48, 62]，ErdélyiC29,67] 和 LionsCs1, 64, 662 
等 著名 数学 家 都 深入 地 研究 过 (0.1) 的 特殊 情形 。 

4u(E, п) = (5 -п)%0 (E, п), RA (0.1)， 直 接 
HARR, та 是 方程 

аз+(а+ђ – 1)а+с=0, (0.2) 
的 两 个 根 ， 则 在 上 述 变换 下 ，“〈0.1) ЖЖ 

aU _ а+а 20 „5 + а QU 2 

aan: E-n Æ -n дт 


因此 ， 不 失 一 般 性 ,只 须 讨 论 c = 0 时 的 EPD 方 程 。 按 照 Euler 的 


9. 


记号 ， 将 其 写 为 


au | B^ 24, B 26.0 (B, B'=const,), 


(0.1) 
如 果 B = В, МФЕ=х+У, п=х- у, AI) 
9 1(8%.8у 8.1(0 2. 
58750872) 21 3G ду 
0% .1( д -之 ) 
aban 4\ дх* ду" 
于 是 〈0.1 /化 为 
фи ди 28 ди 20. (0.3) 
Dx2 ду? У ду 
这 是 一 个 双 曲 型 方程 。 相 应 地 ， 有 一 个 椭圆 型 方程 
ди ди 28 2u -0。 (0.4) 


əx? ду? У ду 


НЛЖ (0.4) Jg Beltrami 方程 ， 或 广义 轴 对 称 位 势 方程 。 但 我 们 
ЖАН BL EPDJ E, 

方程 〈0.3) Яп (0.4) 在 理论 和 实际 中 应 用 十 分 广泛 ， 与 经 
典 方程 的 联系 也 较 紧 密 。 

1. 与 波动 方程 和 Laplace 方 程 之 间 的 联系 

如 众所周知 ， 波 动 方程 


atu _ 5, д?и 
ðt? i2i0xi 


ЕЖЕ Rx, = гсозд, x,=rsin0, t= t 的 变换 下 变 为 
2 


=0, (0.5) 


2 2 2 
atu ди 18: 1 ди, (0.6) 


Ot QOr: rər г? 20 


за и (+, t, 00- ECr, HO) ШЕ ЕЛ 
в 
E Е 12Е A? E 


Ра = 7-0 
att gr rər т? ? 


其 中 入 为 比例 常数 。 这 正 是 〈0.1) 型 的 方程 。 对 于 Laplace 方程 
也 有 类 似 结 果 。 

如 果 我 们 要 求 波动 方程 (0.5) 或 三 维 Laplace 方程 的 轴 对 称 
解 ， 那 就 导致 

И (0.7) 


9 Or rr 


2 2 
2282-4104, (0.8) 
ə? ðr? ror 


轴 对 称 方程 在 数学 物理 中 有 许多 应 用 。 例 如 见 I1. N. Sneddon 的 
专著 (7 和民 。B。Ranger 的 几 篇 文章 [8 —113, 

此 外 ， 在 空间 波动 方程 的 求解 上 ，EPD 方 程 也 起 着 重要 的 作 
Я. M. 五 。MartinC12，:3 曾 给 出 柱 波 方程 的 一 种 新 解法 (其 后 
又 推广 到 多 维 的 情形 , M. HH。 ProtterC14I] 曾 用 于 解决 特征 问题 )， 
UIA “Е” ЕК, ШО “ЇЕ ЭНН” 
正 是 B = В’ = fs EPD 方程 ， 对 应 的 基本 解 就 是 EPD 方 程 的 
Riemann 函 数 。 其 实 ， 波 动 方程 的 基本 解 


(Ct = 10*- 6, -xD*- ба-а) Ф 


和 Laplace 方 程 的 基本 解 
(оа) Ga 203 + ба 221) 5 


ТЕЖ (0.7) 和 (0.8) 的 特 解 。 

至 于 波动 方程 的 解 & (x, хээ xe + ) 和 空间 EPD 方程 的 
Жо ба, ху Хэ + ) 的 关系 ， 其 中 

део _Av-220-0 


Ea рэг? 
导致 解 Cauchy 问 题 的 Poisson 公 式 ， 更 是 人 们 所 熟知 的 事实 [例如 
可 参见 F、John: 偏 微分 方程 ， 科 学 出 版 社 〈1986) J 

2. 与 混合 型 方程 的 关系 

Tricomi 方 程 
Ou , Ə*u _ 
Әх? $ oy ° 


ERAR O< OMARO > 0 ) 分 别 化 为 《0.3). 和 (0.4) 
Я Е (5 2), mB = B' = 车。 对 一 般 的 混合 型 方程 


У 


ул 28 но | (m»0,»20). 09 
ap бт чун ү. к, јаја E 
а а зен > зэ 1= х а ; T, 
化 为 
au _ m 1 ди т ди g 
aon 2024т)5-105 2(24m)on ` 
(0.10) 
这 也 是 EPD 方 程 的 特殊 情形 。 
4 


更 一 般 地 ， 还 可 考虑 


ди — Q*u ту ди 
у" o y +РУЗ Eus 0 (р=сопѕі,), (0.11) 
而 得 到 
‚ Пр y 
ди 2 1 ди,2 1 4-0, (0.12) 
деду 2+т6—пдЕ 2+т&-тдт 
另 一 种 混合 型 方程 
ут. 2ш дн (m>0, »»0), (0.13) 
ду: дх* 


2-m 


Е 2 2-3 BRE У 
在 特征 变换 上 一 “十 本 -而 3, dere Syd 之 


下 ， 可 化 为 
u dcus 2. ARE т 1 ди 
деду 2(2-m)&-n 85 20(2-т)8-1 0m 
=0. (0.14) 


Кик, EPDJy FE fei A 78 27 8 rh BJ WE JA n ЇН] DU 28 27 ЖЕ rh 3 ЈЕ 2] 
方程 和 椭圆 型 方程 中 的 Laplace 方 程 一 样 〈 参 见 Tricomicl5 和 M 。 
М. Смирнов(62) 。 直 到 现在 ， 混合 型 方程 的 求解 仍然 是 建 立 
在 EPD 方 程 上 。 正 是 对 混合 型 方程 的 研究 , 近 二 、 三 十 年 来 给 出 
EPD 方程 的 许多 结果 。 对 混合 型 方程 的 研究 要 有 新 的 突 破 ， 也 
还 有 待 于 对 EPD 方 程 的 进一步 研究 、 

5. 与 Fuchs 型 方程 的 关系 

ЕР” 方程 的 特点 是 它 的 系数 有 奇 性 , 以 5 - n = 0 为 奇 线 ， 
而 且 未 知 函 数 的 第 " 阶 微 商 前 的 系数 的 奇 性 为 2 - n Br ( n = 0, 

5 


1, 2) ， 这 点 和 Fuchs 型 常 微分 方程 一 致 ， 对 方程 〈0.1) 也 可 
仿 Fuchs 型 方程 引入 “指数 ”概念 。 所 谓 “ 指 数 ” 是 指 : 如 果 存 
在 一 个 常数 a 和 一 个 正则 函数 Z (5，") 隆 0， 使 得 


u(E, 1)=(E -n)°Z(8, m). (0.15) 
是 (0.1) 的 解 ， 则 称 a 是 (0.1) H RE, ZE, ОЛЖ 
的 正则 部 分 。 


可 以 证 明 ， 方程 (0.1) 有 两 个 指数 值 ,可 完全 由 方程 系数 中 
Ма, b, c 所 确定 。 
事实 上 ， 将 (0.15) КА (0.1), 888) 


(E- 0212277 _ (£ _ 92 _ 22 
(5-19Ч л пә [ta ае +9022) 


+(- а (а- 1) - а(а+ь)- c)Z= 0. 

令 5 >1， 由 2 的 正则 性 和 Z(E，& ) 取 0， 立 得 

F(a)=a(a- 1)+ala+b)+c=0. 
Bp 

F(a)sora(atb-1)tc-0, (0.16) 
(0.16) 就 是 “指数 方程 ”， 它 至 多 有 两 个 根 4:，0，。 

自然 会 产生 这 样 的 问题 ， 二 阶 线 性 偏 微分 方程 中 ， 在 = n 
附近 具有 形 如 《0.15》 的 解 (a 关 0 ) 的 方程 ， 其 最 一 般 的 形势 是 
什么 ? Jr E (0.1). 是 否 是 一 种 标准 形式 ? 

其 次 ， 方 程 0.1) 和 广义 超 几 何方 程 类 似 , 例如 将 EPD 77 
程 写 为 


2 
ди 28 ди үрүруи-0, (0.17) 
ду У ду : 


的 形式 ， 其 中 已 CD) = + = 是 微分 算 子 ， 与 下 面 Bessel Jj 


6 


я 
+ (у) +265) 0 (A ош, (0.18) 


№, (0.18) 的 解 为 
- А 2 үл 
(-0 (5) 


п=от Г(В+т+ +) 


ягүвэ4ЛЭү” ЖК 


上 列 级 数 如 将 参数 入 КАИР (D), ШИ (0.17) 的 一 个 算 子 
级 数 解 。 因 而 ， 可 将 (0.18) 的 许多 性 质 推广 到 (0.17) EZ. 

Fuchs 型 方程 有 许多 性 质 ， 如 解 的 集合 构成 群 ， 导致 了 自 守 
函数 理论 。 偏 微分 方程 如 何 ? 这 都 是 有 待 探讨 的 问题 。 

4. 与 重 特征 方程 的 关系 

Е. Treves 1974 年 C25) 提 出， 方程 


2бђ=г(в+5) $ 


Lu = ET + pou 0. (9.19) 
ox! де t 
作为 具有 重 特征 方程 的 一 个 例 ， 证 明了 (0.19) 的 零 Cauchy 问 
u(x, 0)=u(x, 0)=0, 34 p= 1, 3, 5, AJE 
零 解 ， 即 解 的 唯一 性 有 离散 现象 。 王 光 实 526 等 也 陆续 证 明 了 解 
的 存在 性 ， 混 合 问题 也 有 离散 现象 。 
不 难看 出 ， 方 程 (0.19) 就 是 〈0.11) 34 m = 2 时 的 特别 情 


形 ， 即 可 化 为 B = 17Р ，B' = 二 了 了 的 EPD 方 各 


1-2 1+ > 


Кы QM. M TII г" 0 

fon 5-1 a 5 
通过 对 EPD de a Ж 
ВЕЛЕ. 


5. 和 Hens Lewy 无 解 方程 例 的 关系 
1957 年 ，Hens Lewy 提 出 如 下 方程 
1 ди i ди .,, 

í биље + 了 —+— rir. f’ (x). (0.20) 
证 明了 当 f (c) ЖЕ (0.20) ЖМ. 

上 述 问题 的 证 明 有 多 种 方法 。 我 们 将 问题 化 为 与 EPD 方程 
有 关 的 方程 ， 从 与 EPD 方 程 有 关 的 理论 去 考虑 它 。 

引入 复 变 量 > xix, ibi їхь BU 


2-42- ; E i 
92 2*0x =. , л ra 2-3 
于 是 » 20) 化 为 
iz_ 9% + E = ј' ба), 
=. + az 
令 z = 752", W 
г а г ə 


д 
— =>, 一 一 十 0 -一 
ах; Tx. Ox, ^90! x, з Dr 


其 中 * 一 入 十 X8，0 zig, "х= 2%» Тк, 
2 


9х, = - Wa-—i • 从 而 


А 
xita х1-31 


于 是 ， 
i =+ i2)" Gin) + Gn) o 
=z I$ 
从 而 ， 原 方程 变 为 
dini Un + је feo, (0.21) 


为 去 掉 方程 中 对 0 的 导数 ， 令 

a Gu, r)=if eG, хь хү, (0.22) 
将 (0.21) 对 9 从 0 SI2x Uy, f 

„+( аа _ РВИ ezaf'Go. 00.23) 


Эх, or 2r. 
但 是 ， 
2х | гл 
if е® y d= j e9ud8 = - ig, 
从 而 得 到 
C NER MES RTT 
Ox uw 2 5 2ar р (3, (0.29 


(0.24) 是 非 齐 次 的 EPD 方 程 组 .事实 上 ， 如 让 # = 二 i,， 分 
离 实 部 和 虚 部 ， 上 述 齐 次 方程 部 分 化 为 

да да, lt 

Ax AE un о, (0.25) 


(0.28) Hr RAA 
a'm, 20, 1 да, 1 
огах, | дї ^ Bri or ини, 


(0.26) 对 xi 求 导 得 


0x1 rdx, 2r дм 


Ы (0.25) 代入 得 
"8, Om ү1 да: 4 1 | 2g. 
0x, дхдг 2r Or 4r? 


(0.27) + (0.28), #% 
Ons д?й, 100, 1 0. 
ax? Әг? ғ дг ar’ 


类 似 地 在 (0.25) 两 边 对 x: 求 导 ， 得 
2101 , oU. | 10m. 0, 
əxi  дхүдг 2тдх, 


即 
2 2 
да, ёа, „108, 1-0, 
9х1 gxigr 2r Әг 4r? 


(0.26) Hr ЖЭ, 88 


да, 8 й, 1д8 1 ais, 


Ox,0r ðr? 2r Or 2r* 
(0.30) - (0.31), ## 
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00,26) 


(0.27) 


(0.28) 


(0.30) 


(0.31) 


25 2 0 
228, дш 128: 1 2-0, (0.32) 
Ox! ər? т gr r? 


即 实 部 与 虚 部 都 满足 同样 的 椭圆 型 EPD уе, 而 且 该 方程 的 参 
数 是 特殊 的 ， 
为 进一步 化 简 ， 令 i =, № 


ай. улат до, АА, 
er or 


9*2, саде iP у (у - DCA, 
ert а"? or 
代入 〈0.32) ， 得 到 


Е AQ-DEA-L 
ССА 2+1 до, р 35/310, 
ər? xi r ë т? 


它 的 指数 方程 为 六 -二 = 0， ВШ. => мэ ЖА 


= -Р Wo, ЖГарасе zf 

до 0 

əx? Әг? 
的 解 。 于 是 ， 如 令 

# (ху, r) баб, г) = f etul, хаа), 
则 应 有 


ӘЙ 1 ir T онаа gt e 249, (0.33) 
or 2 ° 1 ər 


11 


(0.21) 对 0 积分， 得 
QW „+ (5 чу ди í (25 anga ore 
Fr E E o |. e a” 2af’ (x4), 
或 者 
QW „+ (55 ади, _1 (27 мо gp、 
ТМ ‚° мај, et пад = 2пј' (x), 
即 
QW aW 


С ¿== =a fr А 0.34 
ах, 1 ór fi) < ) 


于 是 ， 
W -27 f (ху) Wi, r) 
满足 
аў (хү, г) _ ,9W 


-0, 
дх, ər 


ЈЕ Саисћу-Ееталп 27 f, BE, W(x, г) Mr» 0 时 是 
xo ИЕ. WR UE (0.20) {Ет = 0 附近 的 正则 解 ， 
或 者 是 平方 可 积 解 〈 弱 解 ) ЯН (0.22 8948 5, ЖА, 


Wx 0)= 0. AW (xi, 0) – 2xf(x)) = - 2nf (x) = 
Ca, 0) 应 是 xi 的 解析 函数 。 故 若 了 是 任意 非 解析 函数 ， 即 使 是 
无 穷 次 可 微 函数 ，“《0.20) 都 没有 解 存在 。 

以 上 就 是 稍 加 改动 的 Hens lew 了 对 无 解 方程 的 论证 。 证 明 的 
关键 是 假定 x 对 6 的 积分 (0.22) 有 界 。 但 是 值得 注意 的 是 ， 我 
们 已 经 指出 〈0.22) 实际 可 以 化 为 EPD 方 程 组 ， 而 且 其 指数 入 = 
土 去 。 根 据 Fuchs 理 论 ，〈0.20) 的 齐 次 方程 的 通 解 应 具有 如 下 
形式 
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u(x1,7, 0) =rÈu, Cer, 0) +r Фи, Gr 0), (0.35) 
Hopu, Ær = 0 附近 是 正则 的 。 而 〈0.20) 的 解 应 是 它 的 一 


个 特 解 加 上 (0.35) 。 这 样 的 解 乘 上 + 后 ， 令 7 0 就 不 一 定 
趋 于 零 。 故 方程 无 解 是 指 在 一 个 特定 的 范围 内 。 
iki 关于 (0.20) 无 解 的 证 明 ， 已 有 许多 文章 记述 ， 特 别 


证 明了 

定理 ” 设 儿 表示 作用 于 u(x, У, z ) 的 算 子 (Lewy 算 子 ) 

u= -us-iuyt2i(x +1у)иц„, (0.36) 
则 存在 一 个 函数 拨 (x, У, z )E С®(1К*), ЧУ 

из F(x, У, 2), (0.37) 
在 一 个 开 集 QCIRs 中 无 C!(Q ) 类 且 xo，z，2 在 Q 中 Hi5lder 连 续 
的 解 。 


Treves 证 明了 (0.37) 连 9'(Q ) 类 广义 函数 解 也 没有 。 

i2 ЖЖ, == x+ iy, W = s + it, МИ 
л, Р=хљуг, ћп=ћ(х,У,1,5) ЖИТ, 
ВН 是 在 超 平 面 + 上 的 迹 ， 则 映射 hl > 0 的 算 子 正 ВУ 
+ Hl (|) = 0 。 这 点 易于 证 明 ， 事 实 上 


р= - 2010 - iz -- 
L (hl) = 52 (43) -iz a: Chla) 


E TE. 42x 9^ (2 i Oh Li) iah 
2 \дх 9t ^x 2 ду ei ^a дл 
=zĉh 1,8. 
et 6s 
= — #4 9h у 9h 
д5 ot 
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众所周知 ， 能 求 出 解 的 明显 表达 式 的 偏 微分 方程 不 多 。EPD 
方程 能 求 出 “ 通 解 ”表达 式 ，Riemann 函 数 ， 基 本 解 , Hadamard 
函数 和 Green 函数 等 ， 可 以 讨论 一 系列 定 解 问题 ， 以 及 许多 性 质 
(例如 极 值 原理 ) ， 内 容 之 丰富 ， 不 亚 于 三 个 典型 方程 。 就 这 一 
点 来 说 ， 在 二 阶 线性 偏 微 分 方程 的 研究 中 ，EPD 方程 也 是 值得 
特别 重视 的 典型 方程 之 一 。 

在 偏 微分 方程 的 研究 中 ， 有 所 谓 “ 启 发 性 ”原则 ， 例 如 ， 调 
和 函数 的 许多 性 质 ， 可 以 推广 到 椭 贺 型 方程 的 解 。 纵 EPD 27 
程 的 研究 结果 ， 这 种 启发 性 原则 的 应 用 是 很 突出 的 。 这 种 思想 方 
法 ， 概 括 起 来 大 致 可 分 为 三 个 方面 : 根据 波动 方程 和 Laplace 方 ` 
程 的 结果 ， 建 立 双 曲 型 和 硝 圆 型 EPD 方 程 的 相应 结果 ， 根据 双 曲 
型 EPD 方 程 的 结果 ， 建 立 椭圆 型 EPD 方 程 的 结果 ; 根据 Bessel Jy 
程 和 超 几 何方 程 的 有 关 结 果 ， 建立 EPD 方 程 的 相应 结果 。 抓 住 这 
一 思路 ， 对 奇 性 方程 进行 探讨 是 很 有 益 的 。 
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第 一 章 ” 双 曲 型 EPD 方 程 的 古典 结果 


§ 1。EPD 方 程 的 初步 性 质 


1，Laplace 瀑 布 法 

考虑 Laplace 形 式 的 双 曲 型 方程 

и ACE, Пи, + ВСЁ, "ји ССБ, П)и=0, (1.1) 
对 未 知 函数 4 CE, ERTAK, $ 

u(£,n)2 М(Е,п)г (Е, п), (1.2) 
有 

u= Маг t Муг, 

u = Mznt Муг, 

цул Мал+ Мт + Mtzn+ M az, 
RA ал) ,得 到 

2+4, (8, 1)гь48, (6, т) пъ С, (Е, п)2=0, (1.3) 
其 中 


А= A+ Mn 


э 


ИЧ (1.4) 


| МЕ МЕ M. 
C,=C+— + AL B— 
‹ М М M 
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上 式 表 明 ， 两 个 不 同系 数 的 偏 微分 方程 《1,1) 和 (1.3) 可 以 通 
Ж (1.2) 型 的 乘 子 变换 彼此 互 变 的 充 要 条 件 是 ， 存在 一 个 函数 
MEC, ER (1.4) 成 立 。 Ж, Ж (1.40) 稍微 变化 一 下 , 为 
-A= (lInM):, 
- Ва (InM)s, (1.4)’ 
Ке? es Z н suya 
换言之 ， 系 数 间 应 有 关系 式 


904-4).9(5-B) с c. ” 
9 С-А8,-48, (1.4) 


注意 到 (1.4)’， 立 即 可 见 

(B,- B)dt + (4, – A)dn 
是 一 个 全 微分 ， 即 为 

(4, – Ајап+ (B, – B)d& =d(In M). 
故 可 取 

M zexp(f (B, - B)dt + (А, -4)dn}。 
RATM, H (1.2) ,问题 即 解决 。 

如 果 我 们 将 《1。 Motto 


дА, 
= +А,В,- С; = 24 , AB- С, 
E 1761 х , 


(1.5) 
en 28: ЈА В,-С,= 24 +4В- с, 
H (1.5) dna 
[true hs А 
1.6) 
ВА+АВ-С= k, 


则 上 面 的 结果 表明 : 两 个 Laplace 形式 的 双 册 型 方程 ， 彼 此 能 通 
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过 乘 子 变换 (1.2) 而 互相 得 到 的 充 要 条 件 是 两 个 方程 的 有 与 
相同 。 因 此 ， 


及， 上 就 称 为 方程 (1.1》 的 不 变量 (在 乘 子 变换 
T. 


不 难 证 明 ， 有 hh， 上 在 下 列 形式 的 自 变 量变 换 下 是 相对 不 变 的 
(A/R RR) 


Ë= f(x), n=9(7), 
事实 上 ， 这 时 


_As LAB-C 
= АВС P OO ___ 
Вт+АВ-С В, АВС 
9' (у) 

_ Ast ABf'g! - Cf' g! 
РВ АВР - Cf'g' ` 


而 上 面 最 后 一 式 正 是 〈1.1) 通过 自 变量 变换 (1.7) 后 的 h,/k1。 
利用 不 变量 化 简 方 程 ， 可 将 一 阶 微 商 项 系数 之 一 变 为 零 ( 只 


须 令 .4 或 有 为 零 )， 但 其 主要 应 用 还 是 在 所 谓 的 瀑布 法 上 ， 
改写 (1.1) 为 


unt Ли; + Bund Cu = u,n+ Aug + Bunt+ (4, + AB – Юи 
$ t 5 t t 
= иу (Au); + Blunt Ли) - ћи 
= (un+ Ли), + B(un+ Au) – ћи 


= 0, 
同样 ， 有 
Un Aus + Ви + Си = (и; + Bu)n+ Alus + Ви) ~ Ru= 0, 
х 
unc Аш = и\, 
| 人 
uş + Buzu-i, 
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于 是 有 
uit+ Bui- hu= 0, 
{ (1.9) 
u-imt Au-1— ku= 0, 
这 个 简单 的 变换 表明 ， 如 果 不 变 h 和 k 之 一 等 于 零 ， 则 方程 
《1.1) 可 以 求 积 。 例 如 ， 当 h = 0 时 ，《1.9) 的 第 一 个 方程 变 
为 
и: + Ви, = 0, 
这 是 关于 的 一 个 常 微 分 方程 。 令 ti = Ф (ти, (5), А8, 
可 得 到 
и = $ (n)exp(- JB(E, n)dE), 
其 中 中 (7 ) 是 的 任意 函数 。 将 xi 代入 (1.8) ,又 得 到 关于 ! 的 
一 个 一 阶 线性 非 齐 次 常 微分 方程 , 从 而 最 后 可 积 出 4。 如 =0， 
也 可 类 似 处 理 。 
如 果 有 和 月 均 不 为 零 ， 通 过 (1.8) 可 将 《1.1) 变 为 一 个 新 
的 方程 。 将 〈1.9) 第 一 个 方程 对 微分 ， 得 
0 zug Вија“ hu+hu + Bu, 
=u gyt Bu + Ви, - h(u,- Au) - hg, 


但 (1.9) 的 第 一 式 表明 < 
Bu 
8 Tut s 2 
代入 ， 从 而 有 
= hn 加 Bu 
0 и Вија“ hu + Au + ABu, - ^p р Вил 


=u gnt Ви gt (By Au, thA- Fa) tugt Bu) 
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+ (Bn-h) Jui. 


类 似 地 ， 对 (1.9) 7222-27-13 
0 Зиг Au ue (B - S) [ (8 _ № 194 


+ (ЧЕ) u-i. 
将 这 两 个 方程 分 别 记 为 (E1) 和 (E-1)， 且 写 为 一 般 形式 
ш Али + Вит Си: = 0, (E) 
u-i 4-10-16 Вит Си: = 0. GE. 
其 中 
А, = А- (л), В, = В, С,- А, В,+ Ba- h, 
{ ч; 10) 
А-у= А, B-,= B- (lak) C-,= AB-t Ав- 
НОЗДКЕЕНЕ )НСЕ. ЈОЖЕ ЛИ 
шэнэ Ёу= h, 
[ (1.11) 


hi h, ham 2k-h- а, 
AUR л 220, Wi CE flus 后， 不 须 解 任何 微分 方程 ， 即 可 
由 下 式 得 到 


u = t Bu), 


М, те 0， 则 由 x- :可 立 得 


и(или Миа). 
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н (1.1) 出 发 ， 连 续 施行 变换 0.9) ， 可 得 两 列 方程 
22 (Е,), CE, «х, 


(E-1), (GE, (Е) t 
对 应 的 不 变量 记 为 
тал 
m kas e ot 
хуу у ћу ien, 
Ёл» koz Ёс» ot. 


Wh. = А, ko-h, WA G.1D ， 有 下 列 递 推 公式 
ab =2h,—- hn-1- (йл) 


(1.12) 


(1.13) 


‚ (1.14) 
kn=hn-1 (п= 0, +1, t2, +=). 
ЖЖ, ЊУ (1.12) SICEQ)XXCE 4) 
即 中 止 了 ， 于 是 即 可 积 出 方程 〈1.1)。 
2. EPD 方 程 的 某 些 可 积 情形 
EPD 方 程 可 以 作为 应 用 Laplace 瀑 布 法 的 一 个 很 好 的 例 +. 
考虑 


aton E-n -naan E-n 


Ш (1.66) ,其 不 变量 为 


Ou а ди ү b ди с 0. (0.D 


ва - Вс ga Сре oye 7 
(Еп): ^" Œ- * 
而 对 
ди. В’ ди, В ди, (0.1), 


деди 5-1 ӘБ -nôn 
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其 不 变量 为 
—. BC - В) z.BQ-B»5 Li 
к= G que BE RM" НИ 


НМ ВЕ, л А, b= h, № (0.1) 和 (0.1)7 可 以 
互 变 。 由 此 出 发 ， 我 们 得 到 ， 如 果 有 B' - а=вВ-б=а, ам 
定 ， 即 
B/saca, B=b+a, 
而 a 又 满足 
В'(1-В)=а+а-(а+а)(Ь+а)=а(1-Ь) 
+@(1-а-6)-о%=а(1-5)+с, 
即 
az+a(a+p-l)+c=0， 


MD = h (ҢЕ= R), FRE (0.1) f (0.1D 7 可 以 互 变 ， 而 这 
正 是 (0.2》 式 。 
为 方便 计 ， 今 后 我 们 采取 下 列 记 号 


E(B,B')=u,, - яар uc pue 0, 


йаз u (Е, п, B, B RuG, В’). d ADAH, HHB 
51-87, Ва –В, МА, ЕЖ, MIREG, B 
与 E(1 - В, i1-BOSAHRAEH. dm 
в%®-а(1-В-В8/)=0 
уа,=0, а,=1–В -B', Вр 
u(8,B/)-2C& - n)'-£9 u(1-B^ 1-8). (1.16) 
这 样 ,我 们 就 得 到 了 EPD 方 程 的 第 一 类 递 推 关系 式 。 根据 CL 14) 
hası = Dh Һыу = Оа) in, 
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хк,=Ё@-®) ‚ ханз, -05220:5), нити 


hs= „Ал = const, 


4, 
(£ - n)" 
си 我 们 注意 
= В'01- В), Aa == В (1 - B2. 


而 (lnhn)&n 与 其 分 于 的 常数 无 关 ， 它 恒 为 ou , 故 由 (1.14)， 


有 
An+1=2An— A. + 2, 
由 4、4-: 的 值 ， 通 过 逐次 迭代 ， 得 
Аа= (п++1)4,- nA- +п(п+1) = В’ (1- В) 
*nCB^ + (а – В)2+п° = (п+ B^) (п+ 1 - В). 


可 见 ， 无 论 ”为 零 或 为 整数 ， 均 有 
= (n+B’)(nt1- PB) р (n+B’ -1)(n- В) 
(Е - n): (Е- п) ^" 


WEAH, HEC, BOME, RAAR 或 B' 为 零 或 正 、 负 整数 
в}, Я (1.12) 才 会 中 断 ， 即 可 积 出 。 故 得 

命题 方程 E(B， BR BB HR ЗЕ, ВЭр 
有 一 个 为 零 或 正 、 负 整数 。 


fi Treves 方 程 

ðu _ „ди 
Luz х. + — _ 
г дх? en 4 а ° 


apar( H2, 1-2), y 
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1-Р 1+p 


Qu 4 ðu | 4 ди 
aton &-" ob &-" Ən > 


0. 


当 p = 1,5, 9, 4n+1, ił, В^= 0,-1,- 
3p23,7,11, =, 4n- RH, В=1,2,3, 
程 均 可 积 出 。 

# p= 1， 则 方程 为 


+ 2 
ts + E-n” =0. 


Фи: cus № 


ui- 0. 


“gt r 
因此 ， 
im 中 (DCE - n) $, 
其 中 由 (ml ) 为 任意 函数 。 于 是 
uf h(E 07 dte Ww (E), 
其 中 下 (5 ) 为 任意 函数 . 
# p= 3， 方 程 变 为 
Et 
经 便 等 变形 ,， 为。 
EDS 


us t 


3 аян 5 


tu = и + 
Фиат 


2, =, Tü 


БОЯ 此 时 方 
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uut 


pa^ 0. 
于 是 
ш = 6(0)E- 007, 
ше ФСС D- UE, 
БР ЕР ИРА И ЕУ HEERE 
公式 ， 若 +рађу= Обх), W 
у= и (| Qel?**ax C), 
TR u 
u ED т соо 


+Е-т Ww). 
ЖФ, VEREREK. 
一 般 地 ， = 5，7 ，9，… 均 可 逐次 积 出 ， 以 后 我 们 看 到 ， 
车 利用 EPD 解 的 递 推 公式 求解 ， 将 更 为 方便 。 


$2. нах 


EPD 方程 的 一 个 重要 特性 是 不 同 参数 所 对 应 解 之 间 有 — Ж 
的 递 推 关 系 。 为 揭示 这 一 关系 ， 我 们 将 E(B , BOSH 


«Е п) 021 Ву -au вд = 0。 
дт 


agan 25 
两 边 对 E 求 导 ， 有 
њи иж и 
24 


Fe T мн» мэ» 


稍 加 变型 ， 有 


_ди\_а, ~ 
fes Т ES БА: 
ди у _ 
КЕРИ 0. 


这 表明 ， 如 ua(B ，B') ЖЕ (В, B^ 的 解 ， Po PO 就 是 


E (В+1, ВИЖ. HEZ A 


гу = ёи(В, ВЭ. .16 
и(8+1, В’) ЭЕ (1.16) 


ЖЭЗЕЕСВ, DOWD noRSS 8148 
(8, В’ + D. XB. P, (1.17) 


结合 (1.16), (1.17), # 
u(B+1, B's 1) ив» BO 


atan 
(В+ т, B^ n) = d (对 一 切 整数 由， n). 


(1.18) 
(1.18) BJ, HEB +m,B'+ пуши, ХЭЭГ Bi E (B, p^) 
的 解 获 得 。 于 是 ， 存 在 一 个 明显 的 问题 E(8B,B')5E(B+m, 
В'+ n) 的 解 之 间 是 否 存在 一 种 同 构 映 射 ， 即 是 否 是 一 一 对 应 
的 ? MECB +m, B+ п), ЕЕ (1.18) 而 由 E(B， 
BO 的 解 而 获得 呢 ? 
命题 车 BB，B' 无 一 为 零 或 正 、 负 整数 ， 则 E(B+ m,B' + 
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7 ) 的 解 与 E(B ，B’) 的 解 之 间 有 一 一 对 应 关系 。 在 其 它 情形 ， 
上 述 结论 不 真 。 


TA 先 证 后 一 情形 , 车 B = 0， 则 不 变量 = ОВ) 


= 0 。 于 是 由 瀑布 法 可 得 
«Co, В) = [У(ЕЕ - n» bebe) 
ЖЕ(о, BORI $, тест. БИЛЛ EMAER 
ди(о, B). 
Uc t EA 


OMR БЭЙЛ ЙЖЛЯЕ(1, BOME. XEL MF 

ча, B^) = (6 - n) uC1 - B^, 0) 

= (E-M P Ор - mtn - 0-99 D), 
EREDE). 

MB в’ AERES, нэ. 

MB 或 B’ 无 一 为 零 或 正 、 负 整数 时 ， 由 (1.18) 可 从 E(B， 
ВОВЕ ШЕВ + т, B^ ) 的 解 。 反之， 我 们 证 明 E(B， 
B') 的 解 一 定 能 由 E(B + 1,B“) 的 解 导出 (明天 0 )》 即 可 。 类 似 
可 证 E(B，B') 的 解 可 由 E(B ，B’ + 1 ) 的 解 导出 〈B' 天 0 )。 
重复 这 些 步 又 ， 即 可 得 所 需 结论 。 

ШЕВ +1, PORRU + 1, ，B')， 我 们 以 如 下 方式 定 
Xu 


ёи . , 
ЗЕ u(B +1, В’), 


и В „у _Б- n ди(В+1, £^) 
ЭЛ ДЭВ Tan Босоо на (1.19) 
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这 是 可 能 做 到 的 ， 因 为 当 :〈B + 1，B’) 给 定时 ， 由 上 式 确定 4 
等 于 解 一 个 方程 、 由 于 x (B+ 1, 8) EE (B+ 1, В’) 的 
解 ， 它 满足 方程 


(В + ВЭ. = B щВ+1,8/)- Ex 


дп EH 
x 2uCB + 1, B^) " 
— ss ). c.) 
如 注意 到 〈1,9》 px, 第 一 式 对 1 求 导 ， 得 
.9'u .Qu(B-* 1,В/) 


ЕЕЕ ən 

第 二 式 对 RS, 4 
e ы б [EC гу Ez n дать ВЭ 
dte "at S PP - 5 n" 


кл» 也 得 (* )。 故 


аъ neue Bd + ива, 8^ 


5-1 ,ди(841,87) 
ка кан ти 
是 一 全 微分 ， 即 可 由 右边 而 积 出 x 。 而 这 ! ， 一 方面 是 已 (B， 
B') 的 解 ， 另 一 方面 ， 对 所 微分 后 又 是 已 (8 + 1, 8B’) 的 解 。 
对 于 《1.19) 第 一 式 ， 上 述 第 二 点 是 显然 的 。 剩 下 只 须 验 证 
第 一 点 。 这 也 不 难 ， 事 实 上 
д*и В” аи B a 


деду E&-"8E -na 


.9wB-1,p) В’. , 
Ən pow oa) 


дЕ 


B (B , 
+£ ЇГ tete 
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&£-.2w(B - 1,80]. 
FEE эхн Crab 
推论 Е(В+т,В/+ na) 的 “ 通 解 ” 可 由 (1.18) 求 出 的 
ЖЖ JEB, 8-1, ++, B+m- 1, В”, B^ 1, » 
B'+ n 工 无 一 为 零 。 
CRX (1.18) 也 可 用 来 由 zx (B, B’ )RATAE (B - m, 
, B'- по. ЧН, № (1.16) М (1.18) 结合 起 来 ， 同样 可 
HAZE, ВЭЮЖШЭНЕ(8 - m, В”- п). 
事实 上 ,在 (1.18) 791 -B/RB, 1- ВАВ”, ftn, 
m 互 换 ， 得 到 
# "0 В, 1–8 „ир gren, 1-В+т), 


аё"әт" 
(1.18), 
再 应 用 公式 0.16 ， 即 得 
aum (ив) ) 
8E"on" ~ (E- m)! P-P^ 
= (£ – п ВВ” 1-ти (B-m, Bh- п), 
或 者 | 1 
_ прупељи-р-ри OU" | u(B, B^ 
(em 285515 c oie) 
=и(В-т, B/- n), (1.19), 


НН (1.18) 知 ， 方 程 E(B - m, B'- нээ (1.19)/Ж - 
出 的 充 要 条 件 是 : 1-В, 2- В, +» т- p, 1-8, 2- 
В”, зө, п- B“ 无 一 为 零 ， 即 


Ics - DË G - 80250. 
k=1 += 
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这 样 一 来 ， 有 了 (1.18) 和 (1.19)“， 就 得 到 一 个 重要 结果 ， 对 
ЕС, В’) iig. RAURO-B, B'- 工 的 情形 求 出 其 通 解 ， 
然后 由 (1.18) 和 1.,196/ JEE B +m, Btn. 而 
对 PB ，B' 为 零 或 正 负 整数 时 ， 用 瀑布 法 可 求 出 其 通 解 。 因 此 , 我 
们 对 EPD 方 程 的 讨论 ， 就 限制 在 B，B’E (0，1 ) 内 进行 。 

x 车 等 于 某 一 正 整 数 m， 则 由 (1.16)》 得 

“бт, во = ибт, BO. 
TWHuC1,8/)2(&-m)P'u1-B/, 0) и(т, ВЭ. 
#B=-n, № 

u(B, – п) = (6 – n)'*"-Bu(1+ n, 1-8), 


Bu(itn, 1- p PIOS IL B, Ши(1,1-8) 


-(E-n)P'u(B, 0), WRZDRuCB, 0 ) 即 可 。 


$3. 由 特 解 求 通 解 


我 们 试 求 妃 (B ，B') 的 变量 分 离 解 。 令 4=f(E)g(n)， 代 
入 


up Вазе о (0 < <, 


E(B, Вии, - гЁ. 


F 
5-1 
得 到 
f'CE)e' Q1) - geh (OOo Oe kB Фоа) 
=0. 
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MRU CE)" (n), 有 
(5-1)- MEC p ДЕ) = 0， 


即 g' (m E) 
Ева тв! Se = Ї (Е =const。)。 

于 是 ， 得 到 

FACON 9(1) да, 

FO 87 - &), у“ =B (tr-m)。 
从 而 

f(&)g(m)=(£ - t) в(п– Р) В, 
即 


и = (Е – t) B(m - rey? 
АНЕ. ЭХЭ БЕЖ CIO ЄСЧ, ве 
加 ， 得 
FOGNE- VBN- ре (А, B=const)。， 
BR, REE, BOR. WXL E 
EG, Bof Ф(!)(& - га – ва 
= PE, BOCE- 0780 - 07*36C dte 0 


进一步 ， 我 们 可 以 证 明 ， 当 4， B 取 特征 变数 , л, EXE 
分 仍然 是 E(B ， 有 7) 的 解 ， 
设 A<n<B<, М 


fico - 078 - 0-8'а+= ('éco E-E- Pat 
: + [по -0*(-0-&di, 
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由 于 | 
m-t) 8 2 (- 1)78 (t - п) В, = (et) "B ( z – пу“В/ 
= (созв! л — sinB! x) (t - n) E, 
Est pee | 
[обоа - 079 асови x 
х CE -DAG MB dt í чав а 
x éco - Ва - MH dt, 


AFEC, В) УР, Wu Sc, ЕАМ 
MERHEM. 0 <В'<1, Bb 


POCE – ва – mma. (1.20) 
也 是 E(B，B') 的 解 ， 类 似 地 ， 再 取 常数 B/， ncBctc 
B. 于 是 

в, 

f $CH)CE - £) BCE- n) ва 
也 是 解 。 由 方程 的 线性 性 ， 它 与 《1.20) 相 加 后 也 是 解 ， 即 

MET: ов = oy BCt п) Вав 
ям. du 

[Pec - ва - mat 

Tt В, 

4ЇН | ов - о-ва - nar, 


右边 后 一 式 中 ， 
(Е-ЮВ= (- 1)-B(t- Б)ув=е R- Е)-В, 
由 0<< 有 < 1， 再 利用 实 部 和 虚 部 的 关系 ， 得 到 
31 , 


[eec - oer пута 


也 是 E(B，B’) 的 解 。 从 而 上 式 右 边 第 一 项 也 是 解 。 这 就 表明 。 
[ЊЕ - ty BCt – n) ва, (1.21) 


RE(, BOHR. 
注意 到 《1.21) 仅 含 一 个 任意 函数 ， 不 能 认为 是 “ 通 解 ” 。 
但 我 们 利用 . 
(В, Bs CE - n)!-89 и (1 - B^, 1- В), 
又 得 到 另 一 通 解 
сетови yds – 09710 - pdt 
(887551). а.21)' 
从 而 就 求 得 通 解 


u (8, Во = [éco - 0790 – Pdt — mt 
х [Ру (ОСЕ OP те, oum 


(1.22) 称 为 EPD 方 程 的 Poisson 形式 解 (Poisson 首 先 在 B = B” 
的 情形 得 到 ，Appell 推 广 到 一 般 情形 ) 。 以 后 我 们 将 会 看 到 ， 还 
有 其 它 形式 的 解 的 表达 式 ， 关 于 不 同形 式 解 之 间 的 联系 ， 还 要 专 
门 论 及 。 

注意 到 当 B +P = 1 时 ，“《1.22) 右边 第 二 式 与 第 一 式 相 
同 ， 这 时 需求 另 一 含 任意 函数 的 解 代 替 (1.21)/, Darboux 解 决 
了 这 一 问题 。 

ЖЕ1-В-В’==720, Ж (1.20) 中 的 b 改 为 由 ， 然 
后 与 〈1.21)“ 相 减 ， 且 除 以 。 ， 得 到 
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(a - m fiy cya - o7 – mat 
е n 


-foa -458C t - m)! а) = L,, 
Фе 0 取 极限 ， 得 到 
lim], = lim | 000 E -DP net 
t0 £0 4" 


x ( (Е – 1*(E-0)"*-(- 1) ае 
= 


= [yaya - 0-8 - пов ась - m 
-In(E - 2) (t - п), ! 
НИПИ таи. KE, BORRA 
«B, Во = POCE - IPE- midt 


DE - ва – трв- ја E - d 
+ [СЕ -ола-твэн Е, 


下 面 ， 直 接 验证 (1.22) 当中 ， 灿 EC: 时 是 解 。 对 (1.22) 
进行 变量 变换 ， 令 + = 8(1-T)+mr， 由 (1.22) 得 到 


“В, B^) = СЕ (1 - супа - оваа 
+ (Е -p-sveca-oemoa- т)-В' т-Ват, 
“ 我 们 验证 右边 第 一 式 ， 第 二 式 利用 (1.16) 即 得 。 将 
[aca ai - FA- о ава, (1.23) 
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RAE (B, В), ODER 
[чис а- nrnna- 089 - S vcr a- 9 


taa- Ob te Ё a CECI - m 


T0101 – 18-1 тв јат 
qj ras ohms а-па orm 
-Pp (1 – тв! те Јат 


е 
==: id Х 1- +)BrB'jdr 


ИСЕ tn one 


#1 MR B= В’, (1.22) 还 可 表 为 其 它 形式 、 令 E =%* 
` +y, n-2x-, ЭВЕС, 8388 


2B 


u= 0, 


Иза — yy 一 


(1.23) 变 为 
NT (1-21) X) :8^1(1- т)В-!ат, 


B4l-2:-04, Шеба, 8 
fiie a-20 ЈЕВ 1- т)В-14т 


enc doen -dr 
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= Ср Get) у) (1- 1987148, 


Ја У (х + ту) 2217890) (c ту) + ф (х-ту)], ЕЖУ 
Џону) 9s. 


(1.24) 
另 一 解 为 
ye ecc ту) (1 - 1*)-Ват, (1.25) 
其 中 中 ， 轩 是 ty 的 侦 函 数 。 
(1.24), (1.25) 还 有 其 它 常见 形式 
five ху)(1- :2)8-1d« 
У 
зум vont 1)8-1dt 
И = (x+ ycos0)sin! 28040, (1.24)' 


类 似 有 


усту а-ро б? 12) -Bdt 
= уг fac ycos0)sin1 - 28028, а.25)' 

i2 对 三 维 波动 方程 

u д?и _ дш 

дг? əx? ду 


= 0, 


在 柱 坐 标 x = гсозд, у= гзіпд, z = z 之 下 ， 变 为 
ðu аи 1 Qu 1 ðu 
Гэ x 
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它 有 分 离 变 量 解 . + и=2(2)К(т)0(0). 特别 ， 车 4 是 轴 


д 


对 称 的 ， 即 与 9 无 关 ， 则 2 = 0 。 方 程 变 为 


214 аш _ 1 ди 
925 ә r Or 


它 称 为 轴 对 称 波 动 方程 。 经 分 离 变 量 有 
Rr lg +Ë'R= 0， 


= 0。 


Z'-EZ- 0. 
Ф. =rE, 第 一 式 变 为 
R'eiRORR- 0. 
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这 是 Bessel 方 程 ， 其 解 为 R= J ，(Er)。 而 第 二 式 为 


Z= c,(8)cosš z+ c, ( Ë )sin&z, 
是 分 离 变量 ， 对 & 进行 连续 迭 加 ， 得 到 


и = [CD Ce CE бов z+ сү (50882348, 


су, ci 
| ci(E)= сонга, 


B 
cI(Ë) = | &tosinttat, 
于 是 


AE B со ы 
u(r, 2) = aea J,(Er)Ccos&tcosEz 


Tsin£fsinEz]d& 
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= 'acoai[7 Ј „(Бт)созЕ t – dt 


-Ї фера ___ 
Crt- 0-2) 
ША-г:-т, В= 2+, B&# t= 2 二 rtT， 上 式 为 


|“.  ( t)dt «f 中 (z+rr) (1 - 12) Бах, 
t-r Crt- (а) 1 


жеж 《1.24 的 特 款 (B -1). 


x3 ЖВЖ- Te 则 


uB, Boe СЕ - my Wu -В/, 00, 
而 方程 

mt- ТВ шт 0 
的 解 为 


-[ecoc - 971a $t, 
特 取 中 =.0 ， 得 ~ 特 解 


us Ert 9) B Ф(Е)Ј, 


若 由 是 所 的 解析 函数 ， 风 由 Cauchy 积 分 公式 得 
287 _ " 208-101 %(&)4& 
Eco је ВИ] ORE 

[INS КИМ, ШЕ, NEARE К. MB, 

8 不 是 整数 时 ， 这 个 积分 不 是 单 值 的 。E 和 是 它 的 奇 点 . 
ЩЕ БЕРЗЕ, 且 o m B ВИНЕ c 如 图 1 ， 其 中 环 
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(у. М 


- 图 1 


绕 点 所 的 小 圆 半 径 为 。 ， 环 绕 点 的 小 圆 半径 为 8 。 如 B < 1， 
В’<1, Ще, 8— 0 时 ， 环 绕 小 圆 的 积分 趋 于 零 ， 而 得 到 


t : u _ 
1, ос 1) 8(& - ty-B(t - n) B'dt 
асосе DAGE - OPE- тувар, 
沿 上 沿 的 辐 角 为 x， 沿 下 沿 为 ~ л, (е9 В = созвл + sipa, 
` ЖЖ | : 
f ос -EBEE – m) Ви (2 зіаВ я) ас 
=2fsinBr [Коб - 086 - п) аб, 
ЖЛЭ ЛИТ, ЖИ 0.20 。 同 样 可 导出 〈1.21)7。 


84. 8 
为 进一步 掌握 由 特 解 求 通 解 的 方法 ， 我 们 考虑 已 (B В’) 
一 个 推广 ， 
2u _ 2u 28 ди о (b= 
287225 A ay btu= 0 (=const 0<В <1). 
(1.26) 
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BRNE, у) т, БСВ, ВО 
Gr y 7B – x+ y) Ва (у! — Qr 11258, 


ЖИ = ya (= DA, М 


FEN 
ду rər 

.9! (же а паи 2 
8x* r* Ar? т? or" 


2 à У даљу а 
ду: r: дг? rs Qr 

代入 (1.26) ， 我 们 试图 求 u = 中 ( ” ) 形 特 解 。 有 
p P6 2:820 js 


20-03 £45 п +(х-0? 00 у? $ 
г? дг? r? ər r? Qr! 


.r'-»'0b 2B удФ ye 


ab 28-1 odo -b? 
aðr? r er 


这 是 变形 的 Bessel 方 程 其 指数 方程 为 P(P 十 2B) = 0， 指 数 Pi = 
` 0, ра= - 2B)， 有 两 个 线性 无 关 解 
· Љбт, Ба 
其 中 
` 7(p)=T Ру 
BCe Га + B) (5) “эрэ, (1.28) 


o. 


我 们 取 第 二 特 解 r-28J_B(br)。 
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另外 ， 不 难 验 证 ， 对 0.20 有 类 似 于 巨 (B ,B') 的 性 用 _ 


u(x, У, В)=у!-Зви(х, У, 1-В), (1.28) 
这 样 可 得 (1.20 的 两 个 特 解 | 
r-3p7 B(br)， — yi-íBriB-17g (br), (1.30) 


THIS ARRA SIR БЕЖ (57), ф(х), ВУ 连续 
xum, 8 


"HER o э 7 вбта», (1.81) 


wy r? 


us(x, уув yiip ^ 302 Te.(r)dx', — (1.32) 


G.31) + (1.32) 可 认为 是 (1.26) 的 通 解 。 为 了 和 EE(B, B^» а 
的 解 Poisson 表 达 式 作 比 较 ， 作 变数 代 换 x' = x+ y0-7 27), АШ 
有 


иф, у) = bx+ уба 20681 - хув" 
х78:4(2Буу x (1-1)14т 
жун acer уса 20308 (а 7 007? 
xT.BQbyV т (1- v)M«, | (1.3) 


ШЖФ, фес, Eu (1.33) Æ (1.26) 的 解 。 由 (1.29), 


Rubus. (х, X). ip =2byV v(1- 1), T =< (1 
-т)» M - 


Di = [би у (а - 202197 Tp. Cds, 
ах ° 
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Du fiy (x У (1 –27)17" Toi (pdr, 


1 — 
S [ja caosa -2037 Tja qns 


аав тё +428- Dues dx, 


2, № TT 
$t J,a- 20er? T5. (pdr 


8-3 7, 
+4 $^ a- 207 918-00) dr 
p 


+ 中 78 _ d* NES qe, 


注意 到 
КОСТИ a- 2047975 , (ода 


= 4| 1- v)T8-Jg  (p)d« 


4| Ут, (Pdr 
= - 244 (тв. 
ТА (р) зах 


+228 err?! ci - 2075, pdr 


в-+ е 
+] r (1- 27) 478-100) dr 
0 dp ` 


上 式 已 利用 如 下 等 或 
$407. 8., (002 МЕ 


= Žec РУТА. (ө)4-54/ 879 0 – 21975. (2) 
-2 BT"! «To. (р) 
У 
2 аут? а7в- 10р) 1-27 
ут 22 В-10р) Б Жы ый 
+ dp %у 2T+ 


ын 44/18, , (p) + B ar те (1-21) 
了 ; в-+ = 
764 (р)+26ф'7Т (1-21) а), 


于 是 


д*и, ди, 
əx? ду 


8 - 
- -a[vT (121) ЖОРУ 
° Чт 
+ Еф“ a-z (ах 
~ 453 Е в d'Jg.i(p) 
2 ЇЕД т ааа: 
2-1,641.413. 


对 7 ， 从 如 下 恒等式 出 发 
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b d тб У) 
улгт a-ze $e 
- 26 25) Фа - 25) ba 

b 1y 4,8 dl, | 
*Le(8B-7)T ELLE m 
ster o 1223 
y 
8 БҮЖИГ" 
Т 3 =s, 
+ 34 (1-21) rk dp 
由 此 得 到 
Ties 26] 4 Ea- zr) 48-109) dr 
0 dp 
-5[ 4 (or Ж а-э) 48-169) Jas 
УЈо d< dp 
-efi фте" 1a- aten ат 
-tfio (св -prt а - 27) 
- 2787+) dB- CP) ас, 
dp 
石 边 第 一 式 昌 已 积 出 ， 但 B - 二 不 一 定 为 正 数 ， 尚 须 用 公式 
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ap) ___Р умру, яр 


4р 2p 
Aqu, Ж | 
-5(-259 жуте Натье) |" -1 
1, 4( т ri Q-2:)J8C 0) [c 


E 78-1 d'Jg.,CP). 
Ка ds dr 
:TB 478-100) 

+4b Ї» : dp? ax 
488 (^ тв "ава (0) у 
uz Кафе s 


1 1 rpB-1 - dJg. (p) 
~op- ne фт? oibus, 
ЧН, Jp. Co ) 满 是 方程 


diJp_1(p) , 2B-1 dJp-1(p) IT =0 
B + 5 do В-1(0) О 


故 有 


Qu, _д%ш һа: тв, (785 ү28-1 47: ) q 
ox ду epar (бае ^ Р 4р је 


4bB |! -dJg. 
[teas 

2 1 pr TB- J; 
+224 тв 11-27). (dx 
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2p 2 
=ef’ er^ Ty (јат + 5 Yr 


zbiu,4- 28. 2B ди, 
У 


ду? 
剩 下 的 仅 需 证 (* )。 事 实 上 


47в-\(р) __4_ 8-1p-($-D], : 
До dp 6022 р Ја. 1 (922 


-T(8)2971— бр“ 49. (РЈ 
p Š 


= -T(B)28719-8* вр) 
2 P(P 8 
= TG) (Р) Ма) 


22 IX8) P+ 
=*-т(т+В) 2786) 


=- 7 
jg C 


85. БКіетапп 


1. 变 换 群 

如 象 Fuchs 型 常 微分 方程 一 样 ， 方 程 E(B,B') 在 自 变数 的 
某 些 变 换 下 不 变 。 所 谓 变换 群 ， 也 就 是 指 在 自 变数 的 某 些 变换 
下 ， 方 程 不 变 ， 或 在 变换 后 方程 的 解 与 原 方程 的 解 之 间 可 直接 用 
公式 联 起 来 。 这 里 ， 我 们 主要 考虑 在 自 变量 平移 ， 相 似 和 反 演 变 


换 下 ， 解 之 间 的 变化 规律 。 
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首先 可 以 看 出 。 在 平移 变换 = Ë+ h, ones (H 
=const,) 下 ， 方程 不 变 。 故 车 4( ,nm ) JEE CB, PORR W 
и (EB, пъ) А, 

其 次 ， 在 相似 变换 5 = ЛЕ, ту = Ап (入 = const,) F, УЖ 
ЖЖ. BORN (E, TORECD, BOR, Ши Од, An) 也 是 
S ; 

再 看 在 反 演变 换 下 方程 的 变化 规律 。 qi= = D 


MECB, BORK 
ТЕГ 
СХ ли О 
上 述 方程 的 不 变量 为 
а AB, = В BE’ B’B 
пов MT Bn En Cn 
.B'ca-8) 
шЄРИОЫГ 
-2В. А В = B Bn’ BB’ — 
3 
В8(1-89 


67-09 : 


ЖЕ”, ARAE, л, МИЖЖЖБЕ (В, B^ 的 不 变量 
ЯМ, BOXUSAS ED BIRD — РК. пали 


эми (1, 1). жекнят» 


М (Е, п)=ехр](В,- Bat + (А, - Adn 
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LO (т ies - Бач 


8 8” m 
= ехрј - £ ag -Fan i 
= 784787, 
故 由 乘 子 变换 公式 得 ges 
ИЯ A 
u(E, n) = "Ву" “(=> i 


Hu (Е,Т)ЖЕ(В, BOB, ME Pn Puf, DRE 


(B, BORI. 

现在 将 上 述 三 种 变换 结合 起 来 。 设 4 (E, "OJXEE(D,BO 
ЮЖ. 17, ФЕ, = 和 5E，mi = 入 in， 方程 不 变 , и (Е, пр) 
Ж; 2^, ФЕ. = Бир, n =n th, HÆRE, и(Е,,па) 


Е, 3°, XH4t.- i ; m=- ， 方 程 的 不 变量 不 变 ， 


BRE ти (2, iuan, ЩЕ, Вт: В” и (Es, ns) 是 
2 3 


解 ，4", RARE =E td, ту =n +Š, 方程 不 变 ， 从 而 
82a-Pns-B'u(E’，n’) 是 解 。 综 合 以 上 四 个 变换 ， 得 到 

1 „a M+ h 
Ба 5 META › 


А 
2 


и 
w 
Antu: 


其 中 和 =^,5, br -2u,5- 1。 因 此 ， 在 分 式 线性 变换 


1’ = 
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n +в DELI 
Мати Nec oui 


T, VAE, POBRERRE, пути СЕ, ПЖ, M 
буны ВО ли ви (SET I, Aate), 
(1.35) 
也 是 解 : 
ЖАННЫ, E (В, B^ 在 下 列 三 种 微分 运算 下 《无 穷 小 变 
B— теж 不 变 


а д: д , 
ЗЕ ты 557 “дэ tri + ВЕ+В п. 
”例如 
ди д. ðu _ у ди g, ади ди 
ET ( "bón  Ətən P aE t 动 ] 
C80) 0 (2u „ди gr а (2: дш 
о "Stan ФЕ ) 95 хав +) 
ди ди 
| +B OE OE дп. дт 
2. 超 几何 函数 特 解 


方程 E(B ，B’) 除 了 变数 可 分 的 特 解 外 , 还 可 求 其它 特 解 。 
由 于 方程 在 相似 变换 上 = ЛЕ, п= Ап, 下 不 变 ， 因 此 它 应 有 以 


DURER, дифо = F(T)- FCO. 经 过 简单 的 计 


算 ， 得 到 


u= -PFE m= Е’ = мн Pe 
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代入 方程 ， 得 到 š 
г#(1- z)F7(z)+[(1- B - а+В)2гјЕ'(2)=0, 


这 是 超 儿 何方 程 

2(1- 2)Е" (2) + (с - (а+Ь+1)г]Е' (2) –ађЕ (2) = 0 
на = 0 时 的 特殊 情形 。 因 此 ， 我 们 还 可 引入 一 个 参数 a， 求 
E (B, ВО u = ETFCz ) 的 特 解 。 


由 于 

u= -F'£&£*-*qraFE?-!, 

un= F” Зе 

Uen = -F'"g9-*q- Е’ Е9-2 + aF’ 9-2, 
代入 得 


z(1-2)F7”(z)+(1- В-а- (1+ В' –ајг ЈЕ! (z) 
жаф”Е(2)-0, ; 
Ъ©йс=1-В-«, а--а, b =B 的 超 几何 方程 ， 有 两 
个 独立 的 特 解 
^, 1-а-В, 1. 
F(- в, B^, 1-a- B, T) 


n eg Е п 

Gr. PME 1+В+а, 2). 
其 中 

Fea, b, с, ғ) =1+ Бома, [21<1. 


而 (a)n= a(a+ 1)e(a+n- 1), Ий, E(B, BO AR 
解 
ш = EF(-o, В, 1-а-В, D 41.36) 
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мат Етвуеве(ри, В'+В+о‚, 1+B+a E). G. 


3。Riemann 函 数 
由 偏 微分 方程 的 一 般 知 识 我 们 知道 ， 对 如 下 两 个 自 变量 的 二 
阶 偏 微分 方程 ' 


L(uj)= it а би +b 一 一 +си= 0, 
хду c: 
диле» : 
М др д(а9) (bv) Н 
Соја Pus нэ ООЗУ" +cu= 0, 


ЯНГ, Си ] 的 Riemann 函 数 ， 是 指 满足 如 下 条 件 
до 


一 一 =а(х., Удо (хи, У), 
ду 


хэлд 


598: = b(x, уб)и (х, Yo), 

дх југу 
В.о (xs, yosxo» Уо) = 1 的 MCv]= 0 的 解 (х, Уу xo ys). 

Riemann 函 数 的 主要 作用 是 ， 利 用 它 可 以 求 民 [zx]= 0 的 第 
一 边 值 问题 的 解 。Riemann 函 数 有 许多 重要 性 质 。 最 重要 的 是 对 
称 性 ， 即 若 记 M[v] = 0 етап Жо (х, ysxi, y» 
则 成 立 

v(Xi, Ува, Уу) =0®%(х, yy ху, yi). 

现在 考虑 E(B ，B’)。 易 于 算出 ，E(B，B’) 的 共 思 方程 为 

дю + В, v B æ B+B 50, 


aban 5-7 25 &-m oq (5-1) 


其 Riemann 函 数 就 是 (1.38) 满足 如 下 条 件 的 解 
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i p. 
v |i" E-n 


Un 
v 


k-& Eon G.89) 
АТГЫНГ 
In = по 
ЖЕ (1.39) 也 可 改写 为 
| v(E, ћдбо т) = (2-3), 
- 1\8, 
=). 
ATI, (1.38) ЛОЁ Л, Е] 
-80-8 .BP'a-g 
(£ ny: (Е - n): ° 
ЖЖ, БЕБЕ (В, BO 有 相同 的 不 变量 ， 因而 不 难 找 到 两 者 
的 解 之 间 有 如 下 关系 
о =(Е – n)8'P/u(B/, В). 
而 由 前 面 得 到 的 已 (B/，8 ) 的 特 解 为 
а , ul 
и: = Е°Р(-а, В, 1-4-8, +). (1.36) 


(1.40) 
vo завь m= ($e 


为 了 符合 Riemann 函 数 含 两 个 参数 5E。m* 的 要 求 ， 利用 分 式 线性 


.b-m -了 -mo 
ESETE "ерсе 


Hi (1.35) № (1.36) ЖЖ . 
Co- EVP Eo- MAEZ) Е(- в,В,1-а- Во). 
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故 〈1.38) 有 解 
sE me E- nd TN “-а-В/ 
eer тэту мас ја ја 
其 中 
а = Co É) - no) 
(Ë - По) (Еь- n)* 


再 选取 参数 v， 使 得 定 解 条 件 〈1.40》 成 立 。 注 意 到 当 Е 
Л = тв, 0-0, Е(- а, В, 1-а-В’, 0)= 1. 
故 

lim y (Eo~ ПВ (Eo n9? 

эһ С Qtr 


的 分 母 出 现 奇 性 。 因 此 ， 须 取 = - 8B“。 此 时 正 与 (1.40) 第 二 
RHA. N = no 时 类 似 处 理 。 故 须 取 a = - В’. Ш 


; L (&- 08 gs 
v(5,nrEo, По) TE- MPE - 3987 (ВВ, 1, с). 
(1.41) 


其 中 假定 To< 7 <E SEa 

如 令 E =x+y，m=x-y(5o=xo 二 yo To7Xo- уо)» 
HBE, BORA 
JB а ВВ а 0. 

У У 


Maa 7 Чиу 


17 Riemann 25 № 


ЈЕ (2y)B+B/ 

о(х, ууХа Yo) GS XT EXP 
Gy - y? - (x- xo) 

хР(6', В, bo rr СОТУ 
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` 


ЗО, ЖЕ, ПОРШЕ, т< < <, ПВ 
到 了 已 (B ，B?) 的 Riemann 函 数 。 由 于 超 几 何 函数 以 0， 1, со 
为 奇 点 ， 所 以 〈1.42) 仅 在 上 述 区 域内 成 立 。 而 至 于 在 其 它 区 域 
的 情形 ， 还 须 进一步 讨论 。 

首先 ， 对 应 于 a = 1 ERRE = n， 它 将 平面 分 成 两 部 分 
Е>ТЖЕ 过 1。 由 于 这 两 部 分 对 称 ， 只 须 考虑 二 7 的 情况 即 
Я. 由 任 一 点 《Eo。，7o》 出 发 的 两 条 特征 线 & = Eo 和 n= по (对 
应 于 oa = 0) 以 及 由 这 两 条 特征 线 到 奇 线 上 5 = 1 上 反射 回来 的 反 
射 特征 线 n = ЖЕ = me ОР То-оо), HPPH £ > n 2} 
成 四 个 区 域 ， I， 工 ， 工 0， 年， 和“， 如 图 2。 

表达 式 〈1.42) 只 适用 于 I ， 这 两 个 区 域 ，0 < ac< 1 


у’ 


I^ 
тас. 


图 2 
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ЖАНА = 1 上 ，o = 1， 因 此 是 F(B В’, 1, с). 
故 在 o = 工 附近 ， 要 利用 超 几何 函数 的 开拓 公式 。 有 


, = Га - В- Во , l i- 
ЕВ, В’ 1, o) ra-Bra- g^. f? » B B^, 1-0) 


T(8-8/-0D,,. 1-8-87 
торго 
хЕ(1- В, 1-8’, 2-В- В", 1-9), (1.43) 


而 
1-0-1 _ (Eo- E)(n = по) (o-n) - n) 
(Е - п) (&в- n) (Е = по) (во – 1)" 


Ami Жо = 1 附近 有 


2 TQ-B-B’) 
966, 1 ботове Bre- 85 


(Е - n)8*& ñ 
xTE BE ПР [1+0(5-m)] 


ГеВ 十 B -1) , (по) ВВ (Е — n) 2-B-B/ 
Г(В)Г(В) — CE то) PP CE - п) 1887 


(Е - n)P*& Ё 
ЕВЕ 587 [1+0(£- n) 


_ IT(1-B-B) , (E - пе I 
Fü-BrG-BO Бов 00 - 900 


+Г(В+ В”-1), _(& - n) (8 — no) 18-87 
ГОГОВ”) (Е, п) P(E- то) В 


x[1i+0(E - n), (1.44) 
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RESAH, МЕН +B 的 值 而 定 。 
若 通 过 特征 线 n =n = 类 似 )， 就 要 应 用 如 下 开拓 公式 


F(a,b,c,2)= а- 2) *F (а, c-b, 22) 


ЗЕН опала жүн 1 延 拓 至 区 域 工 。 此 时 
FE(B,B 1,0) = (а -о) Фе (B, 1-8, 1, ——). 
9-1 


经 简单 计算 ，Riemann 函 数 为 


v(E,m Ey по) = ETOP Go- mee 


(Ë - n,)8 
x E(B, 1-8, 1, --). ал» 
其 中 -1 = 7. жщ 
o 9-1 
o! 21- В СЕ - (5o - по) (1.46) 


o (п-п) СЕ =- E) 


如 果 我 们 要 将 Riemann ЖШН ЕФЕКТЕ Е =n (n 
= 上。 类似) 进行 延 拓 时 ， 则 遇 到 了 严重 困难 。 在 区 域 久 中 有 0 < 
“<<1， 按 理 说 应 该 利用 公式 

= T(c)T(b - 2) 


Е(а, b, с, 2)= 203166 


RN. > 


хР(а, 1- с+а, 1- b+ a, i) 


TCe)I(a - 8) 
Г(а)Г(с- 6) 


(- 2)? 
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x F(5, 1- cb, 1-а+ь, 1), 


进行 延 拓 而 得 1 
(& z п)В (Е - по о, -B 1 
ра ВРА) 


Г(1-8-89 рур (& = DPP СЕ - пъ) В, 


“Та-ВГа-89 (Ë = E) n) 
xF(B, B, B+B’, o^) 
I(g-c-B'- 1), ，-B/ 
rgo» C? 
xÉ- n) (Ë - то) ВВ E-n) BA 
(56- E) P^ (n, - п )!-87 
(OX FCA-P^, 1- В”, 2- B- В’, а), (1.47) 
但 上 式 右 端 却 出 现 复 值 (- 1)8. №, Шо’ 1 Gp En.) 
时 ， 上 述 两 个 超 几 何 函 数 可 能 出 现 奇 性 。 例 如 B = В’ 时 有 xp 
ЖЕ. ЮМ, ВЫ Е =n Cn =£.) 是 Riemann 函数 的 间断 
线 。 
4. 求 Riemann 函 数 的 其 它 方法 
以 上 求 Riemann 函 数 (简写 为 R- 函 数 ) 的 方法 虽然 巧妙 ， 但 
多 少 还 有 些 不 自然 。Copson CArch Rational Anal 1 (1958)1 
总 结 了 已 知 的 求 R- 函 数 的 六 种 方法 ， 其 中 以 Chaundy 的 方法 值得 
注意 。 我 们 以 一 例 说 明 。 
求 方程 (1.26) — 


Ugs — Uyy ~ з uy-b*u- 0 


的 Riemann 函 数 。 
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EET DER 


хх 


ENS > ае ДА. д.д 


ЗАКА ЕЕ ЈИ, ЗВЕНА. 427 уби, WJ 
(1.26) 变 为 


а-а (Р С В ыз) а= о. 


再 引入 特征 坐标 5 = ФУ, n=x- У, Д 
ma” (805), (5 ))a- о. (1.28)! 


ЖЕЛАЕ, R-HWERER E =, П =n B9 3) 
为 1， 所 以 问题 就 简化 得 多 。 
回顾 一 下 EPD 方程 求 R- 函 数 的 过 程 ， 关 键 在 于 化 为 超 几 何 
方程 求解 ， 而 后 者 实际 上 是 用 短 级 数 法 解 出 的 。 这 就 是 说 ， 引 入 
自 变量 变换 
= (Ë - ЕСТ – т) 
СЕ n) (Ë, - по) 


后 ，R- 函 数 就 归结 为 求 形 如 六 cno“ 的 每 级 数 。 我 们 试用 这 种 思 


TOR (1.26) 8958-8884, 45 


EEC TN 
хүхэ (ЕП), т)’ x = (Ë - Е) (1 - no). 


.0x, д 49x19. д E 229i д 2 да д. д 


u JE Ox, ОЕ Ox, әп Әт Ox, Om Ox, 


а? Әх, Әх, Ə? + (2х1 х, дхн әх. а? 


aban OE дп дхї ЧӘЕ Om Ən 25 /дхудх, 


25 дү əxi ӘБӘт Ox 
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да D 


+ gEon да“ 
而 
2x10x1. (Ë – n)0(5,- 7) хї- a-3)0xi 
ЗЕ Ən (Е-Е) (п-т) (Еп) ' (E-m* 


0x,0x;,0x10x, Éo- N Е – по 
27163) 6 16 з= Xi 十 x = + 
9E om 2195 &-"  t&-n ' (Е- Apr 


р ээ = (Е-Е) (п-п) = x» 
ata (E т) (п-т Eo- n)(n - n) 
aton CEs- ndl- 0)? (бо mEn) 


Lot Xi ax: _ 


OE *(E- D okon 


ЖШ БАЕЛ (1.26), #28) 
(1-x)x, 0*0 X. aa ,„ aa 
(Ë = n): ах? ae D Јаз; нї 
l-2x, 0n , да 


(5-1) дж, 0x; 


B(B-1)- $? o= 
tn 4 й-0, (1.48) 


№ 0.48) 分 为 两 个 方程 ， тл а ар, 
а- tt 2). +B (8- 1)а=0, 
| (1.49) 


2 2 2 
220 у ёш да Б? 0, (1.50) 


х 


у: ‘дждх, Ox. 4 
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则 显然 也 满足 《1.48) „ Finest = (5) =, М (1.0) Я 


(1.50) ЖЛЕЖНогайй ЖЕ, (а, b, с, х, х) 所 满足 的 方 
жа 


aa а?д да 
2 + хь-2-5-4(с-(а406-1)хү(122. 
а ALT Aiax (е- € ) 155 
-айй-0, (1.49)! 
POCHE M 1.50) 
oxi Əx,0x; дх, 


ща=В, b=1-ß, с= 1 时 的 特例 .而 


$ 4 4 )m( b )m РАЈХА 
m fs Cc) alot 


lxi 1, (1.51) 
ВЫ (1.26)! К-У 


_ = Фра- Ва (È - E) п-т)" 
EG о ето тета ESTO) 


х ÈG -ED - 2", аә 


Eia, b, c, xy хз) = 


车 b = 0, 方程 变 为 E(B，B )。 这 时 (1.52) ЖЖ 


s $ Pml- Pn/(E- E)Cn- n)" 
(mis поје ZUR не 


8h (тр)? 


: _ (- E) (n- n) 
P(B, 1-8, ва. 
这 就 是 B= B' 时 的 EPD 方 程 的 R- 函 数 。 
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#B = 0， 这 时 变 为 


S l Ви“ 
mr EEC) 

= ЈУ СЕ -ED - no), 
这 就 是 电报 方程 的 R- 函 数 。 


$6. EPD 方 程 几 类 解 的 表达 式 


Riemann 函 数 求 出 后 ， 就 可 以 利用 它 来 解 EPD 方 程 的 Cauchy 
问题 或 Goursat 问 题 。 这 样 得 出 的 解 的 表达 式 和 前 面 的 Poisson 表 
达 式 之 间 有 什么 关系 呢 ? 

1.Riemann 函 数 表 示 为 Poisson 形 式 

由 Riemann 函数 定义 我 们 知道 ，" CE, n, бо по) 对 于 点 

(E, n) 而 言 是 方程 E(B，B') 的 一 个 特殊 的 Goursat 问 题 的 
解 。 它 能 不 能 表示 为 Poisson 表 达 式 (1.22) Wi? 

先 分 析 一 下 在 & = n 附近 两 者 之 间 的 关系 。 TE (1.22) 式 

中 ， 第 一 项 是 


[об - oc - туа, 
81-5-(5-1)т, AA 
fewa - t) P(t- n) Pdt 


СЕ трење CE - (E moet - а, 


3 - n> 0, 8 0 8 С5-1)тЮЖХЖЕЖ, 有 
ФСЕ - (Е– т)тјеФСЕ)+ф' CE- (2-1) 77], а ((&-п)т) 
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elect -(E-n)2J ka të -0):) b, 


于 是 


foc -o*e- ay &ar = Та- ВГА B) 


Г(2-В-В’) 
хф(Е)(Е- М): -В-В/ COCE - п). (1.53) 
同 理 ， 将 中 [5 - (Е - п) т (Е - п)т 展开， 得 


CE- пене fco - 0971 - pidt 


= асе -(Ё-1)т118/:1(1-1)8 idr 


.IC(OT(Q^ 3 
ГОВ В? VCEC1-0(E-). (1.54) 
: JE3RRiemannb83ko (Ë, 1356 по). 'EXTAGo по 
足 方程 E(B，B’)。 为 了 记号 统一 起 见 ， 我 们 将 CE, 1) RA 
(El，mi) 并 视 为 定点 ， 将 (5o，mo) 换 为 (5 п) 并 视 为 动 点 。 
EE = пт, H (1.44) 式 ， 其 主 部 为 
Га-8-89 ки 
ra-prá-85 У 
х СБ т.) BE- 91) 8*В/ (1+ 0 (Ë - n)J 
Г(В+8/-1),, _ nyg- 2 _ 1-8- 
"RR, 1)87!(51- 1.) (£ -тл))178:87 
x(&-n)087'C14-0(&E - n). (1.55) 
将 (1.55) 和 (1.53), (1.54) 比较 ， 立 即 看 出 ， 如 果 


R- 函 数 斑 能 用 Poisson 表 达 式 表 出 ， 则 应 有 
Ф(Е) = - c(i- n)£!(£i- т) (5 - n)” 71, 


о(бу m» 5, п)= 
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ФСЕ) = с (Е, n) (Ë – ту) BCE- пр) У, 
___га-В-Вогв+В) 
其 中 。 = apra- prera- pT" 
应 注意 到 ， 上 式 是 在 & - n> 0 时 得 到 的 ， 可 以 认为 ，& = 
п, ВФЕ = t, WA 
Ф) = - с (6, DP G- n)0P7 (6, по, 
Ф) = c(£1- 078 (G7 mi) BCE- п,) 8, 
代入 公式 (1.22) 得 . 
ОБЬ т) = c (Ë, - n8 P^ (£ п) 178-9 
x ÈE- 079 епоса - ОВ’ 


- e(&i- по fe - 08710 - 0871 (8 - 07$ 
x (#- m) "PË dt, (1.56) 


以 上 仅 是 一 个 分 析 过 程 ， 推断 出 如 能 用 Poisson 表 达 式 表示 R- 函 


数 ， 就 应 该 是 (1.56) xk. 
现 证 (1.56) 确实 成 立 。 利 用 (1.41), (2.43) 8101.44) 


及 超 几 何 函数 的 积分 表达 式 
2. Г(е) 1 8-1(1- туг-а- 
доо (ган 1-1) 1 | 
(1-21)- ат, 
将 R- 函 数 写 为 积分 形式 
| = (E1~ n)P*P/ 
vln па 5, n) = mE (& 30 


x [fio a- =)8- (1 – (1 – а) <) ах 
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zd oy iei [ева 07-70-90) 99 tax), 
(1.57) 


其 中 
(6, – E)N- т) 


g = ^2! 


(E1- ТОСЕ т)" 
我 们 要 寻求 将 C1.57) ЖЖ (1.56) 的 变换 。 先 分 析 一 下 变换 的 
要 求 。 首 先 要 将 积分 限 由 ( 0， 1 ) ZAMN, 5), KAZ, т 
= 0>т=б, те 1>тр= Л, ЖУЗЖ 
1-(1-о)т = a (xi = n). 
首先 选取 a， 使 上 述 要 求 满足 。 因 为 


шС- moti - = A), 
KENE - n) 


1-0 


所 以 


1- 0-0) ви 1- 1-10 - n) 


(E) - n) 
在 上 式 中 令 T1= п, 则 t= 1， 于 是 " 
Giz- n) 
"nn 700717 nn 


2Gi- ENCON -M 
Ei 10C& - n^ 


т=а(т- 1), 


由 此 推出 
a ul BE... -- 
n^" (&- 1)(E - т) 


再 令 ri= 5 ， 则 = 0， 于 是 
о ЕС =) = 1, 


即 
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(Ei- т) СЕ - n) 
即 可 。 这 样 
+ a a а(тү-т) _ (& m (E-n) (1 “(буг )(1:- 22) 
1-с (E1- п)(Е-п) (51-11) (5:-11) 
NGC NACE - т.) Gi т) т) 
(6, - пу(Е – 0) “СЕ- 11) (81-ти) 
-É ТО(Е - t) 
(Е- т) (Е, т)" 
将 〈1.57》 作 上 述 代 换 后 ， 再 将 积分 变量 r: 改 为 +， 经 过 简单 计 
算 ， 即 得 〈1.56) 。 从 而 表明 了 : E(B, В’) № Rieman #0 
(Ё, 155, пои #9Роіѕѕзопј 
2. PoissonzE38 
既然 R- 函 数 作为 特殊 的 Goursat 问 题 的 解 ， 可 用 Poisson 表 达 
式 表 出 ， 自 然 会 估计 到 对 一 般 的 Goursat 问 题 的 解 ,也 可 用 Poisson 
表达 式 表 出 。 这 就 是 下 述 定理 。 
定理 (Poisson) 方程 E(B ，B’) 的 Goursat 问 题 


чар + те” -0; 


(Е, П)=и (1), (1.59) 
и (mi) = u (Ë) 


ч(&, п)=ш(Е), 
的 解 ， 可 以 表示 为 Poisson 形 式 (1.22) . 
` 88 在 图 3 中 的 特征 三 角形 3PQ 内 的 矩形 48CD 上 利用 
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Riemann 公 式 


_ - 1 8 („ди _ „до _ 28 
УЕ(В „В'ји–иМ(ој= jib – E) 


A ó fy 2 
Жорт СОЕ" Сак EE, 
和 Green 公式 将 问题 (1.59) 的 解 表 为 


uD) = wp- |, (пе — и), 


25. Éo- 
c y 
J. -]anw 


或 者 
и(Е, п)=о(бу па Š, 128154) 


- fete nito md (E+ bu GE, 
+ [роба по E, m O4 Qs Qm. 01.60) 
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i "са сЁ ьн. В 
Хо ЖЉВіешапп #, 0 б-т b Ет" ТЕНЕЙ 


(1.60) 可 以 化 为 《1,22》 ЮРЖ, 
由 于 Riemann 函数 可 以 表 为 Poisson 形式 ， 所 以 只 须 考 № 
《1.60) 右 端的 二 ， 三 两 项 。 先 看 第 二 项 ， 将 " 的 表达 式 (1.56) 
代入 得 


Eee по Е, OA bu: (EdEo 


=e C8 Hem C8 поен (uft би 
x (E ВИ -1 (1 - прво (E, - 179 0 — пр -did 
- effc - 0-80 mP cf G- први вото) 
" t 
x (£y - DB^ (4 + bu.) dE „ја: 
= 1,, | 
交换 积分 次 序 得 
Ise- -& f - orto m:n 
x (Бо ~ MBB’ (E, — 79 (ш + bu)dE Jdt 
- efft - 09e -pcd not = па) 
x (Бо = 871 (u, bu, )dE Jdt, 
至 此 可 见 Poisson 核 已 经 出 来 ， 但 方 括号 内 里 积分 形式 的 函数 还 
含有 ;不 能 直接 取 为 (+ ) 和 中 (+ )， 因 此 要 设法 使 得 里 面 的 
积分 限 与 E， 7 无关。 如 果 将 下 限 换 为 与 E ， 站 无关 的 量 ， 例 如 
换 为 1， 则 有 


[ово па E, п) + bu) dé, 
доб - ew fa Вее or 
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x (ftt мов, по авг л ай ой 
- cft - DBE- o7 fhe- n)8 7H - пр) 
x (E - 871 (u4 + Биг )3dt 
-fe -miee fig - orto np: 

t 5 +87 E 
x Cf- прво пове (6, DB 
x (и{+ bu) dE 4: 
-| - Da- m С norig- по 

т . t 

x (Е, – DB-1(u[+ bu) dt Jdt} 


由 上 面 可 见 ， 如 果 有 恒等式 
G- mitt fig- neia- wtf – по 


x (Ë – т.)В*$/ (Бо — t) P^ (и1+ бил) dE 6241 


afie- Be-m КРАСЕ 
x (Бо B7 (u[4- bu ) dt dt, 41.61) 


成 立 ， 则 令 
90) = - of ne по 6. - 087 


x (uH би )4 Би 
%@ = c fPG- пр 0С, 079 Eo- прву 
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х (4 + би )45 


ШЕЙ (1.60) 式 的 第 二 项 化 为 Poisson 表 达 式 了 。 
同样 的 方法 也 可 将 (1.60) 式 的 第 三 项 化 为 Poisson 表 达 式 。 
总 起 来 ， 只 要 (1.60) RRX M (1.600 的 右 端 就 可 表 


为 Poisson 形 式 ， 其 中 
eG) = -с(&- n2 (Ба ВТ 908 "ui (54) 
+c(t- E)P^71 
x [Eo n2. = 087 сва), 


-e(&i -DBAS (Er n) (E= ПОР aus) а 
40) Ecl- прве CE, -HB - пр fu) CE) 

- elt- m) PSE Ea- no (Бу-0Л ид dé 

об - 078 Сот) е no) В 

x (и, + ви) Ато. 


БВЕЖИ РО S9 0) =E t= 1 时 可 能 无 界 ， 然 
而 并 非 如 此 。 例 如 ， 当 t= 8 BP, Ф() 右 端 第 二 项 显然 趋 于 零 。 


而 第 三 项 进行 分 部 积分 ， 并 注意 a。 = - P , WE 


Ei- т 
t _ В’ 
et RA 7 өн 
= -oli - DP? f (6, = па) E- по“ = щат, 
– оба - DP [v (тоа па), 
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== olti- Of | (ва = по) @- пов’ иат 

十 c(E ВУ први (та) ` 

teli- 08 Gt no adn 一 
лї 

-с(5/- ова - 11:78” ш, Ста) 

-GD 上 пови, 


МЕ 1 时 上 式 最 后 一 项 积分 趋 于 零 。 故 第 三 项 为 
пасс. = 98-1 (Е– т) био Спа), 


而 第 一 项 为 
= lime(£, = п) (т) Ви -1 (Е, -Bu (51), 
hi 
利用 xi (E) = we(ni)， 一 ， 三 两 项 合并 起 来 就 得 
limeu (notis pes n)P/7!( т Et+n1) 
>% 


= = limou, (nò (81 - DPG- п1)8/-1= 0。 
sl 


limg(t)= 0, 
t 


对 于 t= n bnr bira НЕ, RUTE, 9 00: 在 
Cnmi， 上 器 上 是 两 次 连续 可 微 的 。 于 是 ， 整 个 定理 只 剩 下 证 明 一 个 
关键 的 伍 等 式 (1.61) 。 

事实 上 ， 对 (1.61) 利用 Dirichlet 公 式 交换 积分 次 序 ， 则 

обе - P? [ (Е, - moe (+ bus) 
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x Cf CE 0i 7t тув 278 - 079464 


=e [a no ete КОСУ УА 
x (7 59971 E, - DB? Pd Es, 
ARUM ELA EHE LAESA 
СЕ = te fce ~ orto 8-1 Eo-t) (on) Pdt 


=(t,- прев Phe - 0-807 079 G- пој "я 
x (£o - DP^!dt, š ‹1.61)/ 
注意 到 上 式 两 端 被 积 函 数 的 指数 和 均等 于 - 2 ， 故 可 用 分 式 
线性 变换 将 它们 分 别 化 为 超 几 何 函 数 ， 而 这 个 变换 正 是 前 面 的 变 
换 (1.58) 的 逆 变 换 。 
W IIT п), 
(Еп) = «(= 1) 
此 时 ， 


ti- te DEEDE, ppa QWM, 


A 


DUE EN 


GIO ad) (- (5-1) (Е - че) я) 
(&- п) (5-11) 


=] (Š - P. 
А md 


di» Cs CE -ME - 9a. 
А? 
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其 中 


= 一 es = < lbo- n)(Ë > no) 
а а ава отето: 


将 以 上 各 式 代入 〈1.61) RW W 
左 端 = (Ë – n) B(E,- m8 P (Ë – n) B 
xfire a- 081a- от) ват 
0 
= (Е- п) BCE- п)В-В' (8, тц) "B 
Г(а + В - Во = _ в, 
* Fa- DF Ч B^, B, 1+В- В”,о), 
Tib = (5o- па) ВСЕ - n) BE- n )B-B7 
х | 18-1 - 078 (1- eds 
0 
= (o-n) PE- m) BE. - п)В-8/ 
Га+в-В') -g Ч 
ET 
因此 ，(〈1.61) “实质 上 是 一 个 超 几 何 函 数 的 恒等式 
F(a, b, a+b, o)=F(b, a, а+ь, o). 
注 1 如 果 在 〈1.61) ER dE A 
t 2 11: (Е, - 2)+ Е (п-т) – Gon- ЕТО: 
C- E-n- n), - (Em – Ev) 
则 可 直接 化 到 右 端 。 
$2 Poisson 定理 也 可 以 这 样 陈述 ， 当 日 十 B“ 关 工时 ， 方 
BEM, B')# £ = 站 附近 的 两 次 连续 可 微 解 恒 表 为 (1,22) 式 。 
УВ+В”= 1 时 ， 这 个 定理 也 已 证 明 ,。 
ЕД Volterrasg 3& 
前 面 我 们 已 经 指出 ， 方程 上 (B, В’) 的 Riemann 函数 和 
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Goursat БИ НУ ACE URRA Poisson wA, ЖЭ R ПИ Ж 18 
出 ， 对 B= B'IBECB, Волан» ЖА Volterra 表达 式 仍 可 以 用 
了 Poisson 形 式 表示 出 来 。 

1984 年 ，Volterra (Acta, Math. 18. 161) ЖВ = B” = 


士 的 特殊 情形 得 到 另 一 种 形式 的 解 ， 这 种 解 如 果 对 于 B = ИЖ 
程 


tisa — Чуу 2 u = 0 


来 说 ， 可 以 写 为 
и (х, у) = yif? ep (x + ycosh6)sinh' Ф0ад 


-Ї eG £1) (t - у?) Pdt, 1.62), 


ш (х, у) zin ф(х + ycosh0)sinh?B- 1040 


2 у etn G>- yt)B-1di, 1.62), 


део, 9325334 ит. F. С. Friedlander 和 
А. E, Heins (Агсћ, Rat。 Месћ, Anal, 33 (1969) 219— 
230) 和 A。 Erdelyi (J. D’ Analyse Math, 23(1970)89 – 102) 
曾 讨论 过 这 种 Volterra 形 式 的 解 与 Poisson 形 式 的 解 的 关系 。. 
实际 上 ， 在 用 特 解 求 通 解 的 方法 导出 Poisson 形式 解 的 过 程 
中 ， 我 们 已 经 知道 积分 
[seso sa 


和 
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уг 9G e ole y pidt 
ЖЕ (B, B^) 的 解 。 因 此 去 掉 Poisson ERI (1.24) 81 
(1.25) ' 


Ѓесғо (y? - 1?) Ват, (1.24), 
хэв рса буз - 187141, 41.25), 


之 后 ， 也 仍 是 解 。 这 种 解 就 是 (1.62) ,和 (1.62)，,。 
下 面 我 们 证 明 ， 在 《1.24) 和 “(1.25)” 中 适当 选取 中 和 中 ， 
使 其 即 为 (1.62) #1 (1.62)... JURE 


Ѓес+оо? ~ t?)7Bdt 

ec = f? fe) - 09d: 
代入 第 一 个 积分 ， 就 有 

Ё o-r) ep. f (X) G- 2) 28-2474 


= [| O-PS D4- ots 
+ ferot- 2) :9-3d ја: 
sf лено | os-ma- odis 
-v =y 


4| гөөө | (уз – 1) Ва = dide 
= 了 二 Ti。 
如 果 在 7 里 面 的 积分 中 ， 令 +t= r- (y+T)s， 则 t- - 
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(у+т)5, y+t= (y+) (1-5), у-ѓ= у- т+(у+т)з, 
从 而 
f (y* -ta)-B(i- тугв-за! = (у + r)8-1(y- т)-В 
-y 
xf 5°%В-®(1- s 1- === s yas 


2 -11,_ -pT(2B- Dr- B) 
= (уфтув (у-т) CMT o A 


x F(28- 1, B, 8,25) 
_T(2B- )0la-8 (уса B 14 У 2)? 
= В D а В) Geor c ot (1e27) 


_ Гев-ога-В) P 2)8-1 (25) 1-28, 
= ТО (y? - т2)871(2у) 


从 而 
ГОВ ОГО зуут" foo (yte, 
-v 


I1, = 2871 
在 I, 里 面 的 积分 中 ， 令 t= y(1- 25), W 
y-t-2ys, y+t=2y(1-s), i- 12 y- *-2ys, 


а= – 2yds, fot = 22) "BG — т) 28-24 


5 - К A -syB(1- 2X. iij; 
= (ду)! -"В(у - +) Ч ва - 38 (1 E s уВлаг 


= € 


_ Гза-В) 1-2B(y – ту2В-2 
T-38) (2y)!"IB(y- т 
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x F(1- B, 2-28, 2-28, 22) 
T*(1- В) (o, ji-38(y - c)18-* 2y 8-1 
ro УУ) 223 


„ Г01- В) 1-28(42— угув-1 
ОРЕ УШ (25)! *B(x* - у?)В-1, 
Ж 


Ш.ГОРЭТЭЫ сви 
ne ое fet t - два, 


因此 ，Volterra 形 式 的 解 之 一 ， 可 用 Poisson 形 式 解 表 为 
Са ren (*- y2)B-1dt 


.IQ-28297 (У a_j) 
VOD [ott 
x f£ fG DG- хуваа! 


_Г(2В-1)Г(2-2В8) гав” 2 2:2)8-17(0dt. 
CEP 8027 [o - reo 


同样 ， 对 另 一 Volterra 解 ， 也 有 类 似 的 表达 式 。 


$7. 奇 性 Cauchy 问 题 的 初步 探讨 


在 混合 型 方程 的 研究 中 ， 需 要 讨论 奇 性 Cauchy 问题 。 现在 


以 引言 中 的 方程 (0.11) 为 例 ， 应 用 Riemann 公 式 讨论 奇 性 Cauchy 
问题 
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" m- 2р т+2р un= 0, 
tn Zam) (E-n) E 2(2+ m) (Ë — n) 


и(Е, Ë)= rz (Ë), w" G.63) 
{+ m (CE т)(8- DD) u -шщ)=0(&). 


t- 2 


由 于 EPD 方 程 以 5 = HRR (图 4) ， 所 以 应 该 先 让 数据 


P (5, £- €) 


Q mes, m М (5, 


给 在 直线 & - n = ° E, ЖАВ е -> 0 。 将 Riemann 函数 的 两 
定点 (5 ，m ) 和 (5o，mo) 的 记号 互 换 ， 在 区 域 人 AMPQ 上 应 用 
Riemann 公 式 得 到 


u (Ë, л) = Сид >+ (ио) е) 


t 


m 
+ ње Ето” "sf, n) 


= Up Goo Eom os s па E, т) а-ы 
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>> 


x ula &-2) 


44906 boes 5, n) ба tne) ча йн 
(1.64) 


下 面 计算 《1.64) 。 首 先 ， 在 R- 函 数 的 下 列表 达 式 中 


His) 
v(Eo, по 5,1) = CELESTE (+ == 22. 2p 
22m) 2(2+т) 
x CE- пути" 
m-2p т+2р 
(6-1) а т)(Е - q)20* т) 
2 
r(- x 


а вазал EE ES а 
Tray Gaz 23) 


ИЕ ME 
(Eo- по) (Е - п) 2+т 
4+т-2р 4+т+2р 
(&- п) 2@+т) (Е - пы) зат 
xF(1-B,1 -В', 2 -B-B’, 1-0), 
1- а = Co- по СЕ =). 
(Бо – п) СЕ – n) 
пе СВ, В’, В+В, 1-0) 的 系数 为 v1， 
Е В,1- В',2-В- В”, 1- 0o) 的 系数 为 v,, 则 在 E。~n。= 0 
附近 Riemann 函 数 有 估计 式 | 
vlEo, ng Ё, n) = vii 0 (5, – по Ј vi C14 0(Е, – по, 
(1.65) 


77 


x 


对 Riemann 函 数 微 商 得 
vg (бо по £,7) 


-offig no^ - 2:25 (6, 07) 


xF(B, B, B-B/, 1-0) 
+Í 5-1 - (бе n) (Š - 1) 
Eo- п) (Е т) (о- n):(Ë т) 


xF'(B,B^,B4B^,1-o)) 


4+т- 2р 
шин ЖО кт ТЕУ 


xF(1-B, 1-8/, 2-В- В, 1-0) 


+Í 5-1 - вт (Е -т)) 
© Eo 1) (Е - по) (Eo)? CE -то) 


xF'(1-B, 1-8, 2-8-8, 1-9). 
vno(Eo, Ч» Ё, ") 


~ - +2 5 
"wo urs» agr Р СЕ - по) 1) 


xF(B, B^ B+B, 1-0) 


+ У 4+т+2р 
ны Б-ту 20+ т) (ЕЁ =) 


xF'(1- By 1-8, 2-8-8, 1-0) }, 


lt, – у) = ____- v,F(B, B’, B+B’1-0) 
бью ару а 


+з ға В,1-87,2-8-8/,1-0) 23 
т 


Ч+0С(Ёо – по 2 * 77-4 0 (E – по), 


mulo mo $, N) 


(2 + m)(5o- m) 
– опо(бо То 5» 101 


у Ж... ЭЖ PELT E -87,2-8-8/,1- 
(EZ j) 2-ға В, 1 -В'2-В-В', 1-0) 


- 086 nog E, n) 


m 
十 0[(5o-mo)2+m] 十 0(5o 一 mo) 


2) келуш 
eri) Quy 
4 +"т-2р 4+т+2р 


x(Eo-n) 2G+m (Ë -mo) 2G+m 


+ 0С(Ео– n) 2*73-- 0 (Е. то). (1.66) 


Ж (1.65) 和 (1.660 ЖЛ (1.64) НМ, Bi 60, NUR 
ma 


24m 2232. 
miip r( ci (&-mn)2*m 
Tor m) 2(24- m) 5 


и(5, п)= 
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" 2 4+т+2р _4+т+2Р 
хо (5-1) 2G*m) (t-q) 285 dt 


ЭЭЛЖ. r 
IT ТЕ" Нар yr (r m= 2p 
| 2(2+т)/ N2(23 m) 


_т-2р_ 
xfoo«- D "cec “зах таг, 


或 者 回 到 原来 的 变量 *，y 而 得 


xs) 

24m 
Эвсэл т" ур (т< 
2(2+ т) 2(2+ m) 


xf (»+- 2m_ Е) 
! 2+т 


_ 4+т+2р _ 4+т-2р 
X(1-20): 22+т (1-1) 2G@+m) dt 


4+т 


2+ т 1 mc 
“тестээр 4*m-2p RICE iiu 
2(24m) 2(2+т) 
2+т\ mezpo m-2p 
xy 2 Jasan? 2@+m)(1-1) 22+т4:, (1.67) 


我 们 也 可 以 用 Poisson 表 达 式 解 问题 (1.63) ， 在 表达 式 
-4-т- A+m-2p 


u(t,n)= ЇГ зса- 1) + пије пат) 
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доље 


~ 


-_&4+т-2р 
х (1-1) 20*m dt 


т+2р 


2 РЕИНА... „ИЕ 
+ п) ced- nt алт 


2 =: NN 
х(1-1) 20 +m dt, (1.22), 
H, ФЕ - 1 一 0 得 | 
4+m+2p _ 4+т-2р 


1(&) =4(Е) Геза +m) (1-1) 20 +m) dt 
0 


r( т+2р )r( m-2p 
атра о 


2 (2 + т) 2 (2 + m) 


ета) 
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W 
m 
r=) 
OD (Umen yr (mas y 
2 (2 +m) 2 (2 +m) 
(1.22) EMN ЯЖ, пин), 然后 
Ё 24m 
iE - n0, 得 
v = (2 +=") smo (t) 
т+2р · m-2p 


xfi 720 +т) (1-4) 2(2 +m) dt 
9 


81 


РЕЗЕ) pou 
fem m) 2 (2 + m) 


| "S C 


(uy 


m 
átm 
Ф(&)= 2+ T" Түдэээ 
Би +т- 
(Artar (emiten (man 


"1 


š 


代 回 去 ， 再 回 到 变量 *，y 就 是 (1.67) ， 以 上 过 程 实际 上 等 于 
验证 〈1.51) 满足 奇 性 Cauchy 条 件 。 同 时 也 看 出 奇 性 Cauchy 问 题 
用 Poisson 表 达 式 来 解 更 为 方便 。 

讨论 1 ММ (1.63) 中 第 二 个 条 件 提 得 相当 奇特 ， 如 果 按 
照 一 般 情况 应 提出 下 列 问题 | 


иу 0,09, «1 B B^ #1, 
^ (1.68) 


^ 
"WT pe EE. 


=7(5), 


чв, De, (2 - T). 


我 们 看 会 导致 什么 结果 ? | š 
仿照 疼 面 对 间 题 (1.63) 的 解法 ， 先 让 数 给 在 E — n = е 
上 ， 将 Riemann 函 数 的 估计 式 
(ВВ (Е, по Ё, п) _ 1 1 enyim 
56-10 25, 


Ov(Eo По £m) - 
дт 
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_ (B+B’- DI(B-B^- Dig. yp- ga 
=— Уг (E,- 87 (Е — no) 
x (E – n) 18-8 (1+ 0(,- n) D+ 0C (5, = лов" ВЈ, 
о(Ёь nu E,» ОВ ВЭ е, - у? 
СЕ по PC, = mo)B*B' + 0 (во - лә» 
代入 Riemann 公 式 


(= 二 Ceo)z+ ан, ( 


фт рэр лыт). 
- 10 
1 Eun. доб» пој Š, 12) n 
UR 0E, шин 
x и (Бо 56-04, 


ift ГЭЖ 
x. (005, по &, "C 25 Wa 
= Іт (Ејор+т(п+ evg[. (B 80v 
2 -6 Eo- 
Be 
2 \9Eo e. moe MEDLEL 
1 (5 
af Ч go по = (50) Чо» 


Bike 0 取 极限 ， 如 果 v( ) 是 有 界 函 数 ， 则 上 式 右 端 最 后 一 
个 积分 的 极限 为 零 。 因 此 


=_T(B+B’) (Fn)1-p- 
и(5, п) = ТОГУ (E т) 178 


х| (о) Ea- 0971 CE пови dE 
ОСГОЖ Ур гад ME 
E Ea пута - ово тв ат, 
(1.69) 
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这 个 事实 表明 问题 (1.68) 不 适 定 。 
їр (1.69) 分 别 对 和 7 进行 微 商 ， 得 
ди _ T(B +В) (^, » "—— 
а BBD f'eta- etn a- Dti, 


ди _ Г(В +B”) f° - -xf ү 
а СО х)+тт] (1-т)ё-їт8^4+х, 


从 而 推出 解 满足 的 条 件 是 
lim (24 29) ГВ +В) vv 
Бат аат ТГВ" E? 


x( (ја = т)ВтВ/ -14т- Га - т)8-1т8^@т ) 


= I8 +ВЭ ү, q BEDT - PDT ^) 
I 8^) TB +В” 1) 


Ви (Е). (1.70) 


这 就 是 说 ， 当 0 < 和 < 工时 ，EPD 方 程 的 奇 性 Cauchy 问题 ， 如 
RI 总 是 连续 到 边界 《 即 所 谓 的 正则 解 ) ， 那 么 只 须 给 定 


и (&, =т канат. 为 什么 会 有 这 种 现象 呢 ? 我 们 
从 方程 来 看 ， 由 于 ; 世 ，; 连续 有 界 ， 从 而 Pu 在 E -= 0 


883m 
附近 不 可 能 有 高 于 一 Жэн 即 必 有 


Sa " 
зард CÈ " cow 0. 


因此 由 方程 即 推导 出 在 & = n 时 的 关系 式 
- B'ug-HBusz 0 
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(1.70) 式 反 映 的 正 是 这 个 事实 ， 即 当 &E = 1 时 ， 给 定 4(&， 
8 = c (所 ) 后 ， 当 然 xe = +'(& ) 的 值 定 了 ， 而 un 的 信也 由 上 式 
定 出 ， 这 和 一 般 非 奇 性 方程 不 同 ， 这 里 奇 线 就 好 象 特征 线 一 样 。 
长 期 以 来 ， 人 们 讨论 EPD 方 程 的 奇 性 Cauchy 问题 ， 往 往 只 
给 出 x (E，)= c (& ) 这 样 一 个 条 件 ， 但 是 又 发 现 当 B + B^ 
0 时 解 是 不 唯一 的 。 这 似乎 是 一 个 难题 。 事 实 上 ， 由 Poisson 表 
达 式 我 们 看 出 ， 给 一 个 条 件 u(E，) = c (8 ) 上 只 是 利用 了 表达 
式 中 的 一 项 。 当 B Вов, 1- В -B> (Ë - n):-8-8' 
的 微 商 当 - 7 > 0 时 趋 于 零 .所 以 对 任意 的 PE C?， 
E-n) ве lecta – т)+ птујт ва - ту Рат, 
(1.71) 


均 满足 初始 数据 的 解 ， 所 以 解 不 唯一 . 
НИЯ (1.63) 的 启示 看 出 ， 当 8 + B/< 1 时 ， 应 提 修 改 的 


奇 性 Cauchy 问 题 


шон к= В рст" 0, В+В'<1, 


u(E, Бал (ЕЭ, 01.72) 
lim (8 п) (и; – и) 2 v(£). 
t-n>0 


usn- £ 


当 0 «f, 1 时 ， 它 的 解 的 表达 式 为 
T(B +В/) д 
и(Е, п)= TOT. «СЕ т) + nz) 
x (1 - x1 )B-14R/ -idr 
га-в-8В’) ) (E- n): -B-B” 


Ta-Bra-p^» 
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x forsa- т)+тт](1- т) ве Мат, 


至 此 问题 还 未 结束 ， 当 B +Ë'> 18, (1.71) 有 B+B -1 
阶 奇 性 ， 问 题 《1.72〉 又 不 适 定 。 奇 性 Cauchy 问题 应 如 何 提 . 


№, 须 得 将 Poisson 表 达 式 开拓 到 0<, < 1 外 去 时 ， 方 能 讨论 。 


讨论 2” 当 B 和 8 中 有 一 个 的 值 超出 (0.1) 之 外 时 ，Riemann 
公式 〈1.64) 右 端的 两 个 积分 中 ， 总 有 一 个 要 发 散 。 但 是 有 些 问 
题 的 讨论 就 要 涉及 到 B 和 8 的 值 相当 大 的 情形 ， 例 如 引言 中 的 重 
特征 方程 的 离散 现象 。 下 面 的 问题 是 〈1.63) 的 一 个 极限 情形 ， 


以 p= -FARR FAH Riemann 公式 处 理 这 种 情 形 的 可 


[3:3 
此 时 Riemann 函 数 为 


об по 8, n) „(Белог 


дото tn). m (Es LD 


дё, 24 т, 1 
x Clo- n – (Бо 72 
до (Е, поз 5; D, т тия _ 17 
o rx) (Ев = по) "'. 


于 是 Р 


mo(Ëo по Ë, n) _1 (о Еола) _ долет) 


(2*m)(E-n) 2 at, n, 


2 mo -1 
Tm РЕСТОРАНИ 
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代入 Riemann 公 式 得 


1 1 5 VETT 
и, п) = Таб e m) Jat, &- (а) 


m 
"uL zt ao, E67 8) ав, 


2 (2 += 2+ 


2 (2 + m) (воп) т 


+f ls- IILCOM та No= 2 


ЦЫЗ 


d£, 


Éo- n)2*m 


m 
1 1 © +т 
= + 1) +- и (Е, E- 5(+ 5) 


т 


нэг — e) -u,n- ge, 
ње т 


2(2+ m) == 
Бо– n)2+m(8 —- n) 
1 (c )? e 24), 
по) 2 +m - = 
"ux —— A 
(Eo- 1)2*m 
lm 
+т t d 
+ me? u(n, m") i ME 
2(24- m) Їїс 2+2m 
(&- n)z*m 


- ir em) +u(n, п- es) 


*3G 


e tO Gu B-)- (0-92 
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"n 
жи" и (Е, ое) (Пе) qp. 
2(2- m) "+e m 


(5,- n)2+m(8,- n) 


m (ди ди 
à (c, - n)? а, m * dE, 


"nee 


S 
(&- n)2 +m 
让 。 > 0 取 极限 得 
= 1(5  v(&9 
u(Ë, П)=т (+ 了 一人 ds 
(Eo— n)2 +m 


2 


= т (пуж 1 => | УБА т) +0) 


шиш Ж 
х(1-т)'2 +тдт, 


由 此 可 见 ， 处 理 技巧 性 较 强 。 
此 例 还 表明 ， 对 五 (B，8) 而 言 ， 当 B 或 /之 一 为 零 ， 另 一 
为 任意 值 时 ， 奇 性 Cauchy 问题 仍 是 可 解 的 。 显然 它 的 通 解 不 能 


由 0 < < 1 时 的 E(B，B') 的 通 解 得 到 ， 也 不 能 利用 Poisson 
公式 直接 求 出 。 


, 
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第 二 章 ” 双 曲 型 EPD 方 程 的 定 解 问题 


本 章 我 们 介绍 双 曲 型 EPD 方 程 的 各 类 定 解 问题 ， 其 中 包括 ， 
HE Cauchy 问题 ， 奇 性 边 值 问题 ， 奇 性 混合 问题 等 定 解 问题 。 
我 们 从 解 的 开拓 开始 ， 讨 论 了 各 种 奇 性 Cauchy 问题 的 提 法 ， 引 
入 Hadamard 函数 ， 从 特殊 到 一 般 ， 介 绍 了 Hadamard 函数 的 作 
法 ， 这 在 过 去 的 文献 中 是 没有 发 现 的 。 


$1. 5 078 


在 前 一 章 中 ， 我 们 得 到 了 方程 E(B，B 人 的 两 个 分 别 含 任意 
函数 由， 中 的 解 


[русва-2)+ паа (1 - 094 сл) 


E-m PPS oa-en a-e dz, 


当 B 十 B' 关 1， 
[оса - 2) +пајг 20-27 - 92 - 2042, 
MBB'- 1. Q.2) 


并 且 还 证 明了 在 一 定 意义 下 ， 它 们 的 组 合 可 以 认为 是 方程 的 “ 通 

解 ”， 但 是 ， 当 B ，B“ 中 之 一 小 于 或 者 等 于 零 时 ，〈2.1) XX 

义 。 当 B ，8B“ 中 之 一 大 于 或 等 于 1 时 ，〈2.2) 无 意义 。 因 此 ,为 
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了 能 在 一 般 情况 下 讨论 方程 的 定 解 问题 ， 需 要 对 任意 的 B Di 
立 E(B，B’) 的 解 的 表达 式 。 

一 些 作者 应 用 Hadamard 的 发 散 积分 的 有 限 部 分 或 Riemann- 
Liouviue 积分 的 解析 开拓 概念 ， 将 (2.1) ， (2.2) 进行 开拓 。 
. 但 这 些 结果 只 是 对 于 B ，B' 的 某 些 特殊 值 ， 没 有 包括 所 有 可 能 的 
情形 。 

下 面 ， 我 们 利用 EPD 方 程 的 递 推 关系 式 将 (2.1), (2.2) 
开拓 至 B ，B/ 为 任意 实数 的 情形 。 


2и (В, В) u(B.em Bn), B, B0 71, 2. 


дЕ" дат" 
. (2.3) 
— n)itm+n-8-p/. д" _ _и(В ^» Во | 
MM доця (Er) rE) 
=u(B -m, В'-п), В, В'#1,2) +, (2.4) 


1, 我 们 首先 求 出 8 ，B' 有 一 为 零 或 1 时 方程 的 解 的 表达 式 。 
例如 B'= 0 而 8 < 1 时 ， 方 程 为 
B 


Ug 十 ям =0. 


对 积分 一 次 ， 即 得 
wm= g(n)( - n) В, 
从 而 ， 


u-u(B, 0) = fet Е - 0 Pate COD 
-G-p'*feta-24n2zT4ze 3, (2.5) 


其 中 中 ， 省 是 任意 函数 。 类 似 地 ， 方 程 己 (0，B“)(B“<< 1) 有 和 解 


20 


u(0,8)= (Emp f'ecta- 220-2 7 4г 
+4). (2.6) 
利用 公式 
u(B, B=- P Puc-B^ 1-8), 
ХИЖНЕ(1, POME, 13008951 
и(1, Во) (8 - n) P'uc1-f/, 0) 
= [Русе G пада“ ан - п) У oC). 


т (2.7) 
и (В, 1)=(Е-т) Зи(о, 1-8) 


= аа-а + пада! гж Е m) PC. 
(2.8) 
(2.7) ЖВ’>0, (2.9 对 B > 0 均 有 意义 。 
有 时 ， 为 了 形式 统一 起 见 ， 可 将 任意 函数 中 ， 中 写 为 积分 形 
式 ， 


” Е 
Ф) = Васа - 2) + паа - 2704: 
-G - то рсва- 2) + пада - 2842, B>0, | 
因此 ， 
мВ, 0) = (& - m 0С 2) + пег Pdz 
+в|усеа- ата - 2874: , 
*G - ој vaa-a*s2 а - 2842, 0<8<1, 
类 似 地 有 (2.5) ' 


= 91 


м0, B= (6– m" [оса - 2) + па 2) dz 
+В WCE a 2) жигнэх 
-G - n fovca-2n2 42 ов’ <1, 
(2.6) ^ 
ма, B» [а - 2-22 dz 
十 (1 -BOCE - n) Ë 
х [оф (1-2) + та 2) Ë” dz+ (E- У 
x[&&a-24n2a-2'* dz, ов’ < 


(2.7) '. 
和 


1 B-: 
uCB, 1)= [ува - 2) +12 - 284 
+(1 – В) – n) P 
х | СЕ (1-2) +1272 Ваг + (& - n) P 
1 , 1-В 
x [ət - 2 n2 ds, o Bei. 
(2.8 


»B-p'-im, ШИН ИН Г’ Alembert fg 
导出 已 (1，1) 的 解 为 


ид, 1)= (6 – 1) 70400, 0) = (E- n) CIO + Pn] 
= - ny YEA - 2) + тада 
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+ | Сва -2) + паа – 2)42 


+(&- ту СЕ (а - 2482042 


- fiet - =) + пејда, (2.9) 


EC, ІНВ ВХ 
ма, D-f'ca-2n24: 
+ (Е - n) ![@(£ )+@(n)3, 
不 难看 出 ， 这 二 者 是 等 价 的 、 
要 将 B < 工时 已 (B，0) 的 解 (2.5) 推 广 至 B > 1 的 情形 ， 


可 以 这 样 应 用 公式 (2.3): 
В=т+в, Ж т ЖЕФ, ocBici, WE 


(т+В„ OAIE 
o" EE. 1 2 -8 
aes [6-9 ' ова - 22a] 
m = 1-В 1 
=> Ch PED | риса -2) +127 
xz (1-2) 42 


Sm (1 В.) а - ktoe - n)! Bs 


" 


коо (m- Б) АІ 


x f'e"»t£a-2*27^a- ате 


Я COD (Е nr 


£^ (m-k)&k 
эз 


х | нь (1-г)+ гг ia - z2)"-kdz, 
Bb, En + Bi 0 ) 的 解 是 


„та (Bi 一 А) (к ту! Ps 
ra TT 


um B, СО 
x e»t a- 2227-27). 
5 (2.10) 
特别 ， 当 m= 18, ECL Bo -027 有 一 解 为 
а-в 0 | ocs c1 - 2) "пада dz 
+@- ти (EG- 2-4 2 BG 2) аг, 
(2.11) 
注解 的 开拓 也 可 由 分 部 积分 得 出 。 以 〔2.11) 为 例 ， 首 先 
注意 


d hiqi- z)]= -zfi- В,2 Pr (nz) 
dz - 


; = (В, - 1)278:-В,г Pr, 
如 果 0<B<1， Ч Ш8,-8-1«0), (2.5) 有 意义 ， 
ВА(Е - лэ осе (1- z)+mz]z-Bdz 


Ва т) i f'ect C1 - 222291742 
--ф-лу | 8 a- 24 2-6 a- 20d . 
-a-80€-m fecta - z)t nz Pidz 


94 


2*1 


= -(t- n) Polti- Dtr hi- -d7 


-(6-9^ &f e'CE£Q-2)* па) 'ia- z)dz 
= (1- В) (~ n) "6, К: Ë (1 —- 2) + 22" B, dz, 


由 于 积分 出 来 的 部 分 为 零 ， 所 以 和 (2.10 式 是 一 致 的 。 这 个 事 
实说 明 ， 利 用 递 推 公式 开拓 解 ， 和 取 发 散 积分 的 有 限 部 分 ， 或 者 
进行 解析 延 拓 ， 本 质 上 都 是 一 回 事 。 
ЖИ, ЖЕ (О, n4 BD , (0881), Ж 
и (0, n BL Ent = tB Le- 2) "RO | gao 
= ЭТЭ 


хСЕ (1 – 2)+ 122" 1 — 2) 14.464), 
(2.12) 


Ж, ECO, 1-8) 884 

а-в G - m i orsa-2+nJG- 2 Paz 

+E лса = 2) + паде - 2 faz, (2.19 

E саз ANE Qu) 经 由 А, bio < 了 
«1, Я8(-8-1«0, и» 

-2са-а) је (1-2) 14+ В; (1-2) 781712 

= а-вро G- 2 P4 Bi (1-2) #77, 

所 以 

86-09 [оса - та - 2) dz 
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= Bi - Hf ps а 2) + пода - 2 Pdz 


= а- о {өг а-а) по са - 2) zdz 

- а-во G@- wi [ ecta-2-«n2 а-а) Pe 
= &-9'Pf v ca-2en20-2 dz 

- a-Bb t: y P['ec&a- 2 +1 а-ә. 


ERM (2.13) 一 致 , 
当 B:> 0 时 ，《〈2.11) EP 


[осе а - 2) +12042+(Е -1) 
х| Сь0-24::00-2:-98), 


这 和 另 一 解 中 (8 ) 具 有 同样 的 形式 ， 所 以 还 要 求 男 一 独立 的 解 。 = 
将 中 (所 ) 写 为 


eG) = а+Во[ СЕ G -2+n2JG- 254 
+E - [e 'cGia-2*2a- 2542, 
(2.14) 


ЖЖЕ(1+Вь 0) 0—10, Ч (2.11) 的 线性 组 合 也 仍 Ж 
Ж. (2.14) RE (2.10 ， 并 除 以 B,， 得 到 


1 ` 57 
[роса - 2) + песа - 54+ (E - m Pa Bde 


+ [осе (1-2) + Ја - ahl- - m а P a - 2 dz 


В, 
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Mi - Mfipa- 2) + поа - 2)" 
1-6 - а =) hz 14, 
В: 
令 8 0 ， 上 式 到 极限 ， 则 得 互 (1， 0 ) 的 一 个 解 


1 1 
2 [госва - 2 +п2042+ f ФСЕ c1 2) 


+ пада (6 - 20 - 2dz (6 - v (0-2 


+nzJ(1 - 2)ln (8 - n)z( - z)dz, 
Al, JBE, 0 ) 的 一 般 解 为 


иба, 0) = $C e 2 f PCE (1 - 2) nzidz 
еса - 2 + паа - za - 2d: 
+E- mf 9 Ea- 2420-21» (ç -0)zG22)dz 


Фе СС - n) z [ect G - 2)+nz)4z 
+ |; et&a- 2) + nzlsza-2dz + (6 -m 


x [iwc (1-2) +тг](1-г)1аг(1-г)4г„_ (2.15) 


同样 可 导出 (0， 1 ) 的 一 般 解 为 
и(0, 1)=j0(n)+@(n)in(£ - n) 


esf есас - z) +nz]dz 


+Ѓеса-ә +122 (1- 2)42 – (E- n) 
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х fs CEC- z) +12)212(1-2)42. (2.18) 


对 于 任意 的 B 、B'， 可 分 为 两 种 情形 讨论 ，1，B PHF 
#12, В, PRS, 

2.8, ，8B/ 同 号 ， 又 分 为 三 种 情况 

Gi) В, B'<0mB +В - 1, -2; = 。 此 时 ， 可 
48-8,-т, В’=Ви-т, т, n= 1, 2, 3, e 0< 
В.<1, o«B/«178, -B/v 1. А 


и (В,- m, B/ - п) = ($ пе" ВЕР 


= IO (E - -nP Bi uu BAN 


应 用 于 巨 (B ВО 

fc а-э жааб (1 ~ z)h dz, 
而 得 到 | 
LED co. e бс а-В- 


x (£ - плућа: k 
x | aem • (1- РУДАРА 


2 2 с Ch Da- В. = Ва – nm" 


Ш 


х [seen @-2) + ај 7 q-25 аз. 


(2.17) 
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GD В +B =- 1,-2,-3,:* ЖН В = В,- m, 
=1-B-n, 0<В,<1, m, п=1, 2, = 应 用 递 推 
公式 
u(Bi- m, 1-B,- п) = (Е- ku ата a "(By 1- B), 
FABE 1- B1) 的 解 
| асаа) «n22*a-257'1( - mz - 2)dz 


而 得 到 
mn д” 
алаг гэн 


+1222 (1 – z)B !dz 


[n о |; (СЕ (1 2) 


Ч PLCE- 2) *nziz Pia - 2) nz (1- z)dz} 


=$ CAS (- 1) + 1-0)1 (E - mme 


151 као 


х | а ( - 2) +1202" Ва - 2)" 8,71 qz 
0. 
Ў Ch (k -1)1 (E - п)" 
k=1 


x [omm cta = 2) ааг 
x(- 2)" Bi dz +(Е лут" 
1 ie 
х "СЕ (1-2)4n222 B, 
xlnz (1- 2)(Е - n)dz, (2.18) 


上 式 加 上 
б- [sca - 2) поет 8a - z" "az 


(2.19) 
就 是 方程 E(B1 т, 1-Bi- 7 ) 的 一 般 解 。 | 
Gi) мов, В’, 此 时 可 设 B = В. + m， В'=В + л, 
其 中 0 过 Bi, BIS 1, m, n= 0, 1, 2, “> HAAR 

и (В, В’) = (5 - 1) 5-Bu(1- В, 1-8’), 
ЗГ ЦЭВ 042504), Gi, .而 得 方程 E(Bi+ т, В. +n) 
的 一 般 解 如 下 : : 
мВ, +B, 18 

u(B,* m, Bie n) 

= [оса -2) nz) 28"! (а – 2 лаг? 
+ S CICR 0*C1 8 «804406 Ps 


m 
450 k-o 


x [рекорд - z) enc ЛД - 2)" Віа, 
(2.18) 


而 当 В, +В1= 1 时 ， 
и (В. + т, В'+п) 


= Гева-Э +1222” 8101 - г)” dz 


+f yeca- +n а am" 
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xln(£ – трга -2dz- S CKC- ПЕ - D1 (Ë = 1) "+ 


1323 
xf ta mme - 2) +1202" a - 277875 742 
° 
n 


+2: ICIC- DICR + I - 1)1(Ë п) 


-1k-0 


xj Мунте а -2) +тгйг Ва - 2)" 8,7! аг, 
(2.19), 

5. В, Үл 
我 们 只 讨论 - co<B 之 1，0 <B'<eo 的 情形 ， 其 余 情 形 完 
ФИ, шн, В: ЦУВ -8,-т, B'=B/ +n, 其 


中 0<B、B'<<1，m= 0，1，2，…。 又 可 以 分 为 三 种 情 
E: | 


Ci) Bo 8/Ф0, Bi Bi^ 1。 仿照 前 面 的 结果 ,不 难得 
到 方程 E(B - т, В+ n ) 的 一 般 解 为 


и (6, – т, B// + n) 


= Сва -п- Pi- Boum 
АХ-ын (1-2) + qz): 208 dz 


+5 Сав, +B- 1-7 т), (Е - лу ВИТУ 


i-o 


x осе (1-2) +1222" B (4 – 2) Pqz, 
(2.20) 
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ар BB! 或 B= 0, НВ, +В, 0. hj, В--т, B' = 
"Ви па В =B,- m，B’= n， 由 于 完全 类 似 ， 具 须 讨论 前 一 
种 情况 。 和 (2.2) АНИ, НЕ C- m, ВЈ 
m dt ФСЕ (1 - z) + 202—012) Уг, 
可 得 一 般 解 Ë: 
E СИВ -1- mi - mme se га (1=2)412) 
ха ~ 2) dz, (2.21) 
另 一 独立 解 则 可 应 用 公式 
ul- m, Ву’ +n) = (Ë – n) 


1+men-g Om _ 
2n" 
ХОСЕ - ny Ви ао, ву + n) 
TJ RECO, В'+ п) Сп) 


Z cha -п- В) - т)" крою (m), (2.22) 


(2.21) 和 (2.22) 的 线性 组 合 就 是 书 (- т, Bi n) 的 一 般 
解 。 
Gi) Bi+8/= 1, ВВ = В/—т, В’= 1 - В, +n, (0< 
В,< 1)， 此 时 ， 为 了 计算 简便 起 见 ， 不 用 递 推 公式 ， 而 仿照 
Darboux 对 B + B/- 1 的 处 理 方法 。 利 用 (2.20) 式 取 极 限 导 出 
ABEG- т, 1 -Bi+ п) ЖЖ. ИРАН 
X. (т< 4 的 情形 完全 类 似 ) 。 

ЖИВ’ =В/+п= 1–—В +п+е, 此 时 方程 有 如 下 的 解 


EIE пруга = n = n -Bi- BnCE ~ пут» 
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«Готова -2) + паја mt (1 - zo! da 
0 
-SCAB +В 1 - my come 
x seca = 2) +n" Ata- dz 
0 
_9: 9: (2.23) 


B +B -1* 
42 0, В/--1-8:85 Ж 


lim = lim хс C-n- В, - Врт)“. 
Bi^-1-Bi Bi^1-Bi Е 


x [уноса -г) пајаћу met а) dz 
0 


Í S Ck a 83 š sc 
2 Oh aC- 1" ТЕ -(Е 0) 


т | ревю сЕ (р =) + па)" "А "а - г) dz, 


li = Усі ту ml - п)" 
wd E Topps M 


x fio cta- 2 ааг tA a- ər dz, 
因此 ， (2.13) 是 一 未 定式 ,其 极限 按 L'Hopital 法 则 确定 。 由 


EUN = Ў CAC D'en (k-n-1)1 6-7? 
aß’ Bi/2i-Bi kant 
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х fma (1-2) + Паја" 8,7 (4 - ду”! 


«(S 


"on 


1 = +1а z ds, 


Ви” -1-Bi 


д9 ~ С ут — nym- (Pao 
E "Ecko octo m fu 


x(£(1- 2) nz)" 8,7 (1-z yh 


x (813 —— -da(É -n)(1- 2 )јаг, 


SUTAORREBI E (B. - m, 1 - В. + 1 ) 的 一 般 解 的 表达 式 
u(Bi-m, 1- В,+ п) . 


$ -D's m f'e*»c&a- 2 +12] 


2800-2087 ЧД СС- у” DI Хос ym 
x iem» a- г) «n227 a - 28: 


x In(£ - n)z i - 2dz «Sk (- 1) 


cm Ч 


EC 1 -)e-mom[»a-2 
п-т Um эй. 
я B, k(1 – 2 )8,"'а2 


+ Ў ORC Dm k-n- 11 пут» 


| | "ae -PCEG - 2) + nz)27 h ya 2)P dz, 
° (2.24) 


$2. 奇 性 Catuchy 问 题 


在 得 到 了 方程 E(B ，B’) 为 任意 实数 的 一 般 解 后 ， 就 可 以 转 
入 各 种 定 解 问题 的 讨论 、 为 此 ， 我 们 先 简单 地 分 析 一 下 EPD 方 
程 的 解 在 奇 线 附近 的 性 质 。 

上 节 的 结果 表明 ， EPD. 方 程 的 一 般 解 由 两 类 解 组 成 。 一 类 
ЖЕНА Е — n = 0 ВЕРЕ Ни (Ë, n, В, Во, ШШ 
记号 [ o 3083 a 的 正 整 数 部 分 ， 则 有 : 

当 B +B' 不 等 于 负 整 数 ， 或 了 和 B' 都 是 负 整 数 时 ， 


u(E, л, В, p^» 
UM о-в 
= Ë, 2 C6 с ви (~ а - В - В’ - (1-82 
-ü-8^7)46-ma-B«a-po-s-i 
х равона -во-а-осе (1-2) +12) 
о 
xzp'+CL- 了 +Cl-B-4-1GL- 2)B*(1-82+(1-87-1-1q;, 
(2.25) 
мВ +B' 是 负 整 数 ，B ，B' 是 不 等 于 整数 的 负数 时 ， 
и(Е, n, В, Во 
св) , 


СЇ, а С ва С Dt = 
£, Ри 0-8 a-pa DF! (&+1-1)1 


x(E-n ээгв-вгэ 'qo-9- cta -z)*nzJ 
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a-e 
xz B-(1- 2) 8 -idz 一 2 Ch py (k-1)1 (£-1)!-8-8/-* 
x Jie mec (1-2) + nz1z-87*( - 2) 8/42 
o N 
+@- лев фа ВСЕ (1 - 2) +n23 
xz-B(1- 2) B In((£ - п)2 (1 – 2)]dz。 (2.25)' 


当 B Во, 78-00, 820(820, В'<о 的 
.情形 类 似 》 时 ， 

и(Е, п, В, 85 

- SP ch CDE -CB I-D! E тоа 

= „Фл a-p t 


x ора-в-юсьа - 2) +пајево века - 297942 
0 


4265 vi zB ы Эс цн 
тагт 3) (1-81-0Ю1 У Ч(1-82-4 
1 -ma[ sci E 
+ gi (6 - прав sim СЕ a - 2) +12 
хафЭ-84(1- 2) 99 qz 


Act (1-823 E 
ТР (Е - n)a-m- 
DC D'un 


2 р PCE 1-2) + na BC - 2) 97-8 


хас - n)z( - 2)3dz, 2.25)" 
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另 一 类 是 在 奇 线 附近 与 (5 — п) ВВ СЧ В +B” = 1 83 


与 In(& - п) МВ) и, CE, n, В, ВЭ: 


36 +B' 不 等 于 正 整 数 ， 或 B ，8B“ 都 是 正 整数 时 ， 
из (Е, n, B, В) 


(8347 р i1 
-$ Ser Cg C DIG +B -1- 2 - СВ ва 


x (ЕЕ | poen (Е41-2) +12] 
x „ВВ z) ВВ вв, (2.26) 
34 B + 有 等 于 正 整数 时 ， 但 B ，B 是 正 的 非 整 数 时 ， 

и (5, n, В, В’) 


р фор i 
= > k-1 - э -k-1 
S бс Cx 1)*(k1-1)(£-0 
x [ве (1-2) + 1228 71-161 – 2)8- kdz 
LJ 
(B р 
= 1)&- 2 Ши k 
„Бе. (- Dei(k- 1)1(£ - n) 
x | вв Са - 2) *n2:2 7 0-2 dz 
о 


+ авео сес 1-2) +12] 
x287 - 2)  Int(& - n)z(1 - 2 ујаг, (2.26)' 
Mpep 等 于 整数 , BB 0, 82Р0(820, B'<0 ж 


似 ) 时 ， 


107 


из (Ë, n, B, В? 

.$ a-p -(1-81-1 
id t C 09 9a- Bio -a-B- pi 
х(&-та-®ч f'o PDCA- 2) «492795 


(9-8 01-32. 
ide z) 42+ So. Ст D &1-83- Di 


x Ен 087 ЭС - та 


х] Y rd са - 2) + па) Ph - 2) BP az 


GP у 24у EA - Ва -1ру(1-824 

u 3 Cea DB ua 

x | раво осе (1 - 2) +12) 

° # 

x 208^2-CB-& (1 — 2)485-810((5-1)201-2)14г.(2.26)” 
因此 ，EPD 方 程 的 解 在 奇 线 附近 的 性 质 完全 具有 Fuchs 型 方程 的 
特征 。 

XX Bu ВЕРОНЕ, 25, TERINA Е - 


п=ој МУЖ 


li -9)— — = 0. 
сн Lt. 


因此 ， 由 方程 就 得 到 在 奇 线 5 - n = 0 上 的 一 个 关系 式 
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: ди ди Р 
1 ив.) o. (2.27) 
Ето 8 85 2-3 ) 


此 事 可 对 正则 解 直接 进行 验证 。 事 实 上 ， 对 (2.25) ХИЙН, Ж 
难得 到 ， 


al Dap TA-B-B) НИ 
Eha О ар в ар E 


x | ona (1- z)& (83, 


Е ГС-8-89(1-83 
- B РР 
+020099 тєрт -pip 


ха) Jtem 1- z)B*G-B3-1q; 


t=n 


-(-1) 87 ГС-8-89(1-82 
Га-В8-87-0-821-01-879) 


1463) 


x [280024 (1 - z)B8*G-93q; 
0 


=4(8 +8) (B +C1- 8» – (1 – BX(^«ü - ВО) 
*ü-B2OCG «C1 - B») (C-1)G-83-34 (- 8- go 
T(B«G-BDI('«1-82))/(T a-8-g 
-ü-B)-ü-B^»F (В+В/+1+(1- ВЈ + С-В) } 
хф’) 
=(- 1) C874 x (BP (~ B- BOT (B+ [1 -B3> 
TI(^a-8'»nH(ra-8-8-a-83-a-go 
ГеВ *B^ricti-B-Q-8/) 
х 705). 
= (cp T(1-B-B’) , 
enc," C ^ Fa-9-B-a-B-n-gy Y > 
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х| ва во (1 - zyez 
; 


-pat _ ГС-8-8901-87 
Га-8-8-01-82-01-87) 


х (š fiaa (1- 2)8 Paz 


a Г(-8-89(1-87 ! 
-pas V-ü-Bjc-B» 
+C DOT Top Еле BUB њем 


x [авав 1- 2))094; 

(-1) 95894 (g/r(- B- BoTCB +(1- ВГВ’ «C1 
-Bgn/ra-8-8'-à3-82-G-820T(B +B” + 1 
*C1-B)«C - ВО) (Е). 


从 而 (2.27) 成 立 。 

对 于 解 (2.25) “也 可 类 似 地 进行 验证 。 至 于 解 (2.25) ^, 
对 、" 微分 后 得 

ди, 


| 20(-1949(80:0-8-8Э1 (5) 
2 En 


х |а - 297912; + C PB) 
a-8-851- B4) | 8 а-2) 994; 
-(-08^(- B- B/- DICC- B - BOT(CBA - B +2) 


= , CE) 
+0 - ВГВ’ + В Э00 Үл 
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= (-1)824(- B- 8/-1)1 F(B0T (CB2-8^-DB4/ (Е), 
дш] =- DPLI- В -BYE 

дп En 

x | Ра - Фоа – (-1)9? (871 B-BC- В) 


хс P a-29?942- C09? B-r- Di 
XT (BOT (BA - 8^« ПВА CE. 
因此 ， 也 得 到 同样 的 结论 . 


下 面 转 入 定 解 问题 的 讨论 。 
EPD 方 程 的 奇 性 Cauchy 问题 的 提 法 与 B + ВН, 5 


B +В 1 时 ， 可 以 提 一 种 特殊 的 古典 Cauchy 问 是 
ди, Ü ди. ВВ, 


ди _ В’ ди, В. 
Ia E-n зБ E- m 
Оз pt E (2.28) 
ди _ u Р 
(24 8 29), 0， (2.29) 


其 中 + (8)EC1- BI]+[1 -BI+2 次 连续 函数 . 
由 于 (2.28) 与 (& - n)! ВР (Е - n) 同 阶 的 一 类 解 


us 中 的 任意 函数 9 只 能 为 零 ， 问 题 CA) 的 解 应 由 (2.25) X 

示 ， 此 时 条 件 〈2.29) 自然 满足 。 由 《2.28〉 所 确定 的 中 (8 ) 为 
(-1у0-®Ю Г(В +В) an 

ОД сүрт prera С” 


БИ, ММ CAD 的 解 为 
и(5, n) 
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ара р 1 
= C С 
8-0 120 (18 (1-87) 


х C DUPIN +B’ +C – В3+(1- pr) 
ГеВ «C1 -BDT +C - В) 
TB +В) 
"PQ1-B3«i-B ВЭ-848/-5-13 А 
x (5-7) (t-E*a-80-4 f х (а-82*-В/2-&-0 


ХЕ (1 - 2) + па ја! "CPB -kl ` 
x (1 - z убива р (2.30) 
注意 ”由 前 而 的 情况 推 知 ， 在 问题 《4) 中 ， 条 件 (2.29) 


实际 上 可 作为 结果 而 导出 。 


38 +B'< 1 时 ， 可 提 一 种 非 古典 的 Cauchy 问 题 ， 
ди _ В’ ди, В Ou. 2 
aton t-n ob E-n ap presb 
(8) (2.31) 


lim (£ -1)899-14(8, т) = v (5, 
t-n>0 


Hh v (&)ECBJ+(B7 + 2 次 连续 函数 。 

由 于 (8 08 7E n 0 时 趋 于 无 穷 大 ， 因 此 ， 方 
БИЕ SEXE CE) BOSE, PDH (В) 的 解 只 能 
以 〈2.26》 形式 出 更 。 由 条 件 (2.31) 得 


T(B « B) 
= ( — 1) В 
PEs DPT rr rp Y CË). 


FÆ, БИШ CB) 的 解 为 
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SA D зе 


и(Е, n) 
р q^ 
с, 


"e DT (B pori Br Lekal- СВ) —.C8^) 
ГОВ +1- DT C85 *1- ВГВ = 1 – C82 - C8) 


х(5-1 и а о (1-2) + па) 


x 2@3+-@/28-1(1 – z) 2*Ф'2-В-в а (2.32) 


问题 CA) Ж CB) 都 只 是 在 EPD 方程 解 的 集合 中 的 一 个 子 类 
中 求解 ， 当 然 不 是 最 一 般 的 提 法 。 注 意 问题 (8B) 也 可 以 改 为 这 
ва. 


ди _ В ди, B ёи 2 
aton E-n 3E 5-1 Om ЭЛЧ ЭНН 


Жонс 
lim (&-п)Ё®' 1{ди ди). (1-8-8/ 5 
im - o9 (2 - 2)-a-B-85v(b 


而 当 0 之 B +B'< 1 时 ， 由 于 同时 可 以 提问 题 CA) 和 (В), 
二 者 结合 起 来 ， 就 可 以 提问 题 ; 
ди __В' ди B ди _ 
Өр &-" ab E-" 2007 
0<B +В<1, 
(С) | «te, £o, 


PE ВВ” E 3u , 
Е п) ЕТ -2:)- (1-В-В^)у(Е). 


НИМ CC) ИМЗ (2.30) 和 (2.32) ZA. 
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мВ, ，B( 为 任意 实数 时 ， 问 题 《C) 可 作 如 下 推广 。 当 B + 
Ви 0 而 不 等 于 负 装 数 时 ， 可 提问 题 ， 


ди B ди, В ёи 
I 5-1 25 kam 2n 


=0 


(В+В’<0, В+В’=Т, 2, 99» 
и (Е, Б)=7(5), 
lim (& – 6995-999 (L 24.21 24) 


(D) 


#-п-=0 2 Ə£ 2 дт. 


Г(2 -В- В? 4 
"TO -pbb S 


мВ +B'> 1 而 不 等 于 正 整 数 时 ， 可 提问 题 : 
Ə*u В’ ди ү B ёи _ 


aton &-" Æ E-n т 
(В +B’<0, B + = 1, 2, ". » 
lim (Е - п), п)= v (Ë), 


t-n>0 


i - ny PBB L д 
(E) иа, (6-1) з 5 


1 2 увез _ nbp- 
++ 2) Preg- nhu, 0) 


К T(B + В) 3 
УСЕ TB + CO 


Kkr, v 是 具有 相应 微 商 的 函数 。 问 题 《D)〉 、“〈 巨 ) 的 解 也 


可 表 为 《2.30) Яй (2.32) 之 和 。 
当 B + = - 1，- 2，…， 但 B ，8“ 不 为 负 整 数 时 ， 如 果 
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mat anname ao 


r (Ë) £ l5 - B -BB' 次 多 项 式 ， 则 同样 可 提问 题 (D). B 
*B'22, 3, ++, 但 B，B' 不 同时 为 正 整 数 时 ， 如 设 v (Е) 
EWB «B'- 2 次 多 项 式 ， 则 同样 可 提问 题 (E)。 


$3. 奇 性 边 值 问题 和 Hadamard 男 数 


本 节 首 先 引 入 Hadamard 函数 的 概念 ， 接 着 对 特殊 的 B 值 求 
HE(B, В’) 的 Hadamard 函数 ， 最 后 对 一 般 的 B，8B“ 求 出 
Е (B, В”) НайашагФ и. 

І Hadamard 函 数 


考虑 两 个 奇 性 定 解 问题 : 
Би В’ ди + В ди у, 


aan E-n 88 E-n т '/ 
осв, B/c1, B +B'< 1, 
P Е Е) =т(Е), 0<Е<А, 
и(Е, 0) = у (85), т(0) = У (0). 


ди 8 ^ аи, В аи 
| деду Е-т 85 -n Ən 
(b) 


0, 


0«B, В'<1, В «p'r»o, 


lim -L(g - qp (2и _ ди. 
mt К: (3 эт) T 
u(E, 0)= v (E), 0<&<А, 


我 们 应 用 Hadamard 推 广 的 Riemann 法 来 解 这 两 个 问题 。 设 
М Су, по 是 人 OAB 任 一 点 (图 5〉， 在 特殊 矩形 口 MPQR 
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A 
Об<п<<ло Qomo,0) КСБ. M) ñ 
图 5 
和 APOQ 上 分 别 应 用 Green 公式 于 恒等式 
Өв B uu Ü дш 
деду. -n ФЕ -n Ən 
-= G) 
ri E is 2n 5-1 
„1 (у Qu y 0v Lau) 
2 25 an 9n Е- 
1 д Qu до 2p 
"xU ЭР и 5i + Р иш). 


ЧЕ (В, В) u= ож, ови ED ME 
口 MPQR 中 有 


0 = 


|o (оды идо _ 2B" 
| z(e an Е ən Е- zum 
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EAO Hp B aya 


Aog ја 


ә -n 

Ч тате јео 
-F (+ 1) Са X 
d m UE : 


Ja n. 


如 果 选 取 v 是 E(B， B^) ifj Riemann 


v(É, m Éo no -(2 1)? F( 8, 1-8, 1, 5) 


o= (E- )(G,- m 
(&- E)n- 


(2.33) — 
由 于 Riemann 函 数 在 特征 线 E = Ер 7-1, 上 所 满足 的 条 件 得 到 
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| 
5-1 


u)dt. 


9v , 
EH 


в (ди B 
"nora 


v јап 


ТОВ [eo 


` (2.34) 


在 APOQ 上 有 


93 ди до 287 
о= | vZ- uL -u ја 
Es an m peo) 


uv 
2 


-A(v 


ди _ y ёо $. 28 по)а + 
2 - 


дЕ 255 


-fv 3865 22 


=" 
па] не m 


SRGD- EC 


9 


а v dn 


m) 


РЫЗ 


(2.35) 


我 们 已 经 知道 ， Riemann 范 数 已 不 可 能 连续 地 开拓 到 区 域 人 POQ 
中 。Hadamard 认 为 ， 通 过 特征 线 & = п, Riemann 函数 具有 间 


Wi. Мото ЭЭ л СЕ, п) 从 右 和 左 侧 趋 于 PQ 时 v ИН, 
(2.34) Ж (2.35) 相 减 ， 得 到 | 
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и (Бо m) 


+ Pte, 一 57 + Е ар 


Sus | | 
` z] z, Е 
9 ди В 5 
xdn | (о C TES as CET) 
до гә y, B +B 
1 G on ə )+ 8-1 ҮЕ 
М, RH u (Ер по И Ca) 的 数据 表 出 ，v 在 人 POQ 
中 就 应 是 共 轿 方程 满足 下 列 条 件 的 解 | 
о.) нд» (2.36) 
v|t-»2 0. (2.37) 


пи (Бо n) ЯМ Co) 0939383880, о ЕЛ РОО 中 就 应 
ЖЭ FUR ЈЕ БИЈЕ 


Uv. ож Ёо, v Jw 0, 


(2.38) 
pep 


(о-о) = үт" 0. 
Наваан, И УН И, ЛО 
.在 POQ 的 部 分 。 
如 果 玉 -函数 一 旦 求 出 ， 则 问题 a。) M СЬ) 的 解 可 分 别 
22 
u (Eo по= [и б to по [+В v (гу): 
° t 


+ vr, os to ОК 


Qv _ до BART 
+оо GF E i7 v], 46. (2.39) 


"EI 


2 


P 


«fl vct озь no(vco sco) 


dt + rv йн 05 Бо то (vC +Вусю)а 


" v 
+f T Grey (2.40) 


I 一 个 特例 
如 何 去 寻 找 H- 函 数 ， 我 们 从 一 个 具体 例子 中 去 寻找 А 发。 


在 引言 中 ， 我 们 曾 提 到 波动 方程 和 EPD 方程 的 联系 。 考虑 
二 维 柱 波 方程 


ди 2u _ дш _ 
axt * ту oot 
满足 特殊 初始 条 件 


и(х, У, 0)=0, 20 =g(r), r-Vx'* y, 
1-0 


的 解 。 由 Poisson 公 式 知 ， 这 个 问题 的 解 为 
и (Xo yo Ёо) 
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ES || g(r)dxdy Г 
22 JJ (х-х)% + (у- y) 2401 VE (X – x,)1- (у — yo) 
ВАЖЕ x = г созд, У = r sin6， 并 注意 在 坐标 轴 的 旋转 变 
换 下 积分 值 不 改变 ， 可 以 认为 (x。，yo) 12:33 МЕ, ЖЕ, 
2d g(r)rdrd0 
иб» у» fo) = das ri-r-c2rr,cosd) QD 
БА Br. Н, ЖБ ЛЭ АЖ ЭН 
_ ди _ ди 1 од o 
ан? er, r rn. ? 
1 1 
юж, ижутк(1, т). 


(2.41) 右 端 对 9 的 积分 区 域 是 C 0 , 22) ЕЮ Й, 
使 得 


12-13 - го? + 2rr cos0> 0. (2.42) 
现在 ， 我 们 把 这 个 区 间 找 出 来 。 记 


Е (то to r)= Ljee- r? — ry! + 2rr cos0) 


"ta, 


(2.43) 
由 于 


tt - r? - го? + 2rr  cos0 


zdt-(r-r)*-2rr,*2rr,cosü 


_ cos) ~ 1 
= irr ( С + 2 ). 
ЖЕ (2.4) 变 为 
cosóz 1 -25， 其 中 5 = 二 -Cr 一 ro 
Arro 


Rer -ro WE<O, cos 1， 所 以 积分 区 域 是 空 集 ， 
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k= 0; 如 果 | г – тој С +ro W 0<t<1, #09 = 
1-2, (0<2<1), t+ 1 tl = 2» асо = 


-sin дад = – 26 42,51 0 = (1 - cos? += (462 46220) t= 
t.t + + + А“ + 
2t a-to*, |== (|, а-2 
ета. 1 (z у (је L, 1 
xa-ta а -Е (БУУГ (кезт, 1. om 
果 to>r tro 062 1,0<0 «л, 4со5 = 1-22, sin0 40 
2042, чад = (1 со 0) = 22001-2), 40= 23 
х (1-2) Таг, садов = t->, 


k =H- Ha (а - 2) E-a ta 
г 
ке tp. *(-z2) *(1 223 +a; 
L (tt t r P са), 


如 果 注 意 到 T*( 二) = <， 归纳 起 来 就 有 
0， 当 to<r-ro， 


| TEE 
k (ras tosr)= 54] и – r j| СТ + Го» 
pes Rl 


Nes cech, 
(2.44) 
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将 的 表达 式 代 入 到 (2.41) ， 此 时 又 要 区 分 7+ 的 变化 区 域 . 
首先 ， 当 to。<r гү, 即 0<r<to+ro ДИК < r 
+ro， 了 又 分 两 种 情形 ， <i) ， 如 to>ro， 则 由 不 等 式 r -ro|< 
to 得 -to<r -ro<to， 即 fo -ro<r<to+ro、(ii) ， 如 tsro 
则 由 不 等 式 r -rol<i 得 -to<r -ro<to, 即 7 fer rt, 
因此 


{frriofrYin/l 1 ` 
u(ro Ё) = rG 2” 1, t )s Cod, 


2 Jro-to 
<<», (2.45); 
utro t= |" "(tc + ша 1, 67) 
š У 
to "то 3-р, 1 
хаста 3E (ЕЈ RS + 1› t) 
xg(r)dr, toro 、 (2.45); 


ЈЕ (> J) FEN Cauchy 


| U toto ” roro 一 uns 0, 
и(то 0) 20, ин -0-9094, 
由 图 (6) ЧИН, (2.45), >r НР АРН 
нашом, mHPRG +, 1, с-\)шжк(1, Lye 
—^ H-insit. 
Е Hadamardgg BS fE;k (B = B”) 
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2922 


( rosto) 


(ro,t^9)' 
to -To 


To 


10-10 ro'-to/ п To” Но’ 


图 6 
现在 把 (二 ,学 ) 的 结果 和 一 般 的 情形 对 比 起 来 看 . 设 B=B， 


#&t=t+r, n=t-r, WJ 
E-n-2r, 
(Eo- Е) (п 1) = Ф tro- t-r)(-ro-ttr) 
=(Р- 15) - (г -го*), 


БЭ (5-5(00-1) = (x — 0)" – (y - уо)? 
07 (E- 1) -(E,- по 4yyo ` 
Riemann 函 数 有 表达 式 


(=F (в, 1-8, 1, 3) 


= (5) r(pi-5 1,6970 r ч", 
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TE 
Gy rt) 

RA. wr, peram 
о rrt) 
“ол T 1, o 


相对 应 的 已 (B， В) H- 函 数 应 是 


(Ë - п)8 , 
C, к Ё(В,В,2В,о”), 2.4 
1 СЕ Був (ць 136 (B, В, 28,0”) (2.46) 


CE - п)(Е, – по)!" - T = , 
с, ЧЕ D LC HE Е(1- В,1-В,2 d 
HHC, СЕ (因为 (2.46) 和 (2.47) 关于 (Es по 
# (5, 1) 都 分 别 是 E(B，8B ) 和 其 共 轿 方程 的 解 〉。 
193748, 5 .Gellerstedt 在 他 的 博士 论文 6 名 中 首先 指出 问题 
(а) fü C5) 的 HH- 函数 分 别 是 


Val, Nso m) = 


__FCL-B) , (Е—пу(Е 91798 
ГСВ)Г(2-28) Œa- E) Bs - луй 
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xF(1- В, 1- By 2 —2В, o^), (2.47), 
УЉЕ, 15; £o По = ст "e. гову 


(£ - n)?8 , 
Ејс (Pr Р, 28, on. 
1 (2.48) 
但 是 没有 谈 到 是 如 何 得 到 的 ， 下 面 我 们 给 出 一 种 分 析 过 程 。 
如 果 作 复数 代 换 5 = x +y, -х-У,  Н-ий EH 
RE = 1 上 的 条 件 (2.37) 实际 上 就 相当 于 要 求 它 是 > 的 奇 函 
数 。 至 于 条 件 (0.38) 稍微 复杂 些 ， 可 以 作 这 样 的 代 换 


1 1 
Ë = x +(1-28) 51-9, n = x - (1-28) y1-28, 
则 (2.38) 化 为 


mE 
.(&- mes "zog yell 5246 
у1-28 


28 
因此 ， 它 相当 于 要 求 7 1-0 vb УНИ. ЖЖ, ЗГ 
照 作 Green 函 数 的 镜 象 法 来 作 H- 函 数 。 
我 们 还 是 从 R- 函 数 出 发 。 为 了 使 得 满足 H- 函 数 在 奇 线 = 
1 上 的 条 件 ， 分 别 求 出 R- 函 数 的 奇 部 和 侦 部 。 在 E(B，B') 的 
К- #0 (Ë, n, Бо ПЕН ЖА 


о(&, 1486 n)-v(n, Ë;Ëo По» (2.49) 


就 满足 条 件 (2.37) , Ш 


ЕД n |] 0. n, 14 0. 
(& - ny% [ E | т) + 2 GS лә), 


(2.50) 
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ШИЛ (2.38), BUT ECB, B)X: EMN ЖИН, Ë 
和 交换 方程 不 变 ， 所 以 v (n, Ë; Éo mo) 关 于 动 定 两 点 (5， 
7 ) 和 (5E。，7To) 仍 然 分 别 是 共 亏 方程 和 原 方程 的 解 ， 从 而 (2.49) 
和 (2.50) 也 是 如 此 。 景 后 ， 我 们 指出 ，〈2.49) 和 (2.50) 也 满 
足 (2.36)， 实 际 上 ， 此 时 (2.36) Журо (п, EsEo то) 的 
条 件 


(ут, 5556 п 85, v (Nn, Es Бо тј шд 
(2.36)' 


H#H+o(n, Е; Бо п) ЖМ (Ёс, MAXTHER E = nA 
ЖЖМ (no. E) Е-ЖЖ%, (2.36) “ 正 是 它 所 满足 的 Riemann 
条 件 。 

所 以 (2.49) 和 (2.50) 就 是 我 们 所 要 求 的 H- 函 数 。 剩 下 
的 只 是 将 它们 的 具体 表达 式 算 出 来 。 利 用 超 几何 函数 的 两 个 延 拓 
公式 

F(a,5,0, 2) = LCOTG а) (2)-e 


ГОГ (Се - а) 


x к(а, 1-с«ча, 1-6+o 1). 


+ ECe)TCa - 5) 


ээ -b 
Кај фус) 


x F(5, 1-c +b, 1-a+b, l) 


Г(с)Г(с-4а-5) 


F(a, b, с, Ка алати аи 


xF(a, b, а+жь-с+1, 1-2) 
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rO *b-c) (-2)°-*- 
Г(а)Г(ь) 
xF(c-a, c-b, с-4-5641» 1-2). 


得 到 
v(E, NiE "n2 


- пув 
E. d 1 2) 


(Е - тв (TG 28) гүй , 
"En [sp 2.) C- o5PF(Q,8,28, 99 


+В (оға, 1-8, 2-28, o^) 


- га - 28) (£ - n)° р А 
"та DE Dia n Р" 28, а”) 


_ (– 1)Pr(2B- 1) (Ë - "0(&- по) 1-28 
T2(B) (&,- E) (mo - т) 178 


xF(1-B, 1-8, 2-28, o^», (2.51) 


和 
u(n, Es Бо по) 


ПН И Э ИЕ 1 
Eo- ЕВ (по - 8 Е(в, Вела > 


-* (n- E)? ra 28) p 2 f 
a paai aap нам 


Г(28- 1) (n- E)178(E, 7 по) 1728 
ГВ) СЕ,- £) BG - л)! В 
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хР(1-8, 1-B, 2-2B, 0) 
=Г(1 -28) C-DPCE - "DP рев, В, 28, а) 


гаса B) Ee- E (n-noə5 


,EQB- 1) (- DP(E - n) (E – по ! 38 
ГВ) Eo- £) Bn, - m)! В 


xF(1-B, 1-В, 2-28, о”), (2.52) 
其 中 ， 由 于 
1.0 (Е тл), 1 _ 1 (Е = n), – по) о 
о (5-50(1-10) c (E-E)(n-n) ° 
将 (2.51) 和 (2.52) 代入 到 (2.49) 中 ， 得 到 
v(E, nso т) - о (п, 515 n) 
= 2со5ВлГ(28-1) (E - n)(& - то) 1-28 


I*(g) (6 – E) PC- п) P 

хЕ(1- В, 1- В, 2-28, o^). 
再 注意 到 工 一 函数 的 余 元 关系 式 下 (B) 工 (1 - B)=sinBx, 我 
们 有 


Г(2?В-1) rQ-2a2grog8-ora-p) 

I*(B) I2(B)T (1 - В)Г(2- 28) 

E singx ._T(1- 8) 
sin(2B-1)x T(B)T(2-2D) 


-_-sinpr , _T(1- В) 
sin2Bx Г(В)Г(2-2В) 
= -sinBr  。 Г(1- В) 


25 Влсо58л Г(ӨВ)Г(2-2В8) 


129 


__-та-0 __ 
2 cosB x (B) (2- 20)" 


同样 ， 将 (2.51) 和 (5.52) 代入 到 〈2.50》 中 ， 得 到 


28 vlé, Пу £s т) + v(n, Е; Е» n) 
全 
_ 2 cos B zT (1 - 2B) (Ë - n)°* 
Г (1-8) (Бо - E)B(n- по 
xF(B, В, 2B, о’), 


Га-28) 5 sinpx , T(B) 
Г 0-8) sin2Bx Га-ВГОВ) 
x reg) 
2 созВяГ (1- BP GB) 
因此 ， 要 求 的 H- 函 数 的 确 就 是 (2.47) , Яп (2.48). 
ЗО, ШИ (а) 的 Riemann-Hadamard 函 数 为 


( - n)P ~ 
s ^ 1-8, 1, 


o- E) (m - 7) 
ан) sim 
Ta-,o _ 
H.(8, m Ey n) = TEC- 28) 
(Е - n) (& - n) 1-98 
ТСЕ, Е) Вар 0) В 


ёс n) (o-n) 
х1 eT 


МЕ Сто 


问题 (5) s CCOA D ps, Т 
(6, – n) 
GERED re 
(5, ту Бо n) = гв) soon 
Ta-,8reg8) (£&,-E)8-n)? 


(8 ~ 1) Eo- n) 
x P (8, вт 
ЕСТ, 


问题 Ca) 的 解 为 
ч (Eos. m) 


«| Нит, о, to seen + рт ноја 


mte 


zte о 9H. 0Hsy 20. 


+ limf’ "ek 7247 pos -Но) 6 


45 


= fP Hat, оь по (wD Ву соја 


Г(1- В) Ра 1-39 {7% > - 
Ра By АЛС 
х (mo- t )87!dt, (2.53) 

问题 СЬ) 的 解 为 


и (во n) e Н, о; Боле (уп) + Во (1) Jar 


lim (по +є 


( Н, 
teg И els 
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= [нап ostemo(vco +Ë со) 


T(8) по - ty Pn, - p Pai 
*ra-pirg-g ју (O0 PO Bd, 
(2.54) 


N -40 КО Надапаг а у (B = B^ 
回 到 问题 《a 〉 和 问题 (8 ) , НВ = B' hh Hadamard 函数 
求 出 过 程 可 见 ， 要 在 人 APOQ 中 〈 见 图 5 ) 满足 条 件 (2.36), 
(2.37) Яй (2.38) , Н.ЗАН, ЖА, ЕЖЕ (B, B^ 的 
Riemann 函 数 在 该 区 域 中 的 “广义 ” 延 拓 ， 最 多 再 乘 以 一 个 常数 
因子 。 从 这 一 结果 出 发 ， 我 们 试图 将 其 推广 到 B = В’. 
利用 超 几何 函数 的 解析 延 拓 公 式 
T(c)T(b -a -a 
FG, by с, С D 
xF(a, а-с+1, a-b*1, z!) 
TCo)T (a - ~ 
ГС - u ој 
xF(b, ё6-с-1, 6-а«1,271), 


YOU T 286—368 2071528 = Eh I PC BR W 的 Riemann 函数 
(1.45) ， 得 到 
(Ë - n)6/(£ -na5-6” -g 1 
аи 1-8, 1, 2) 
= DO-B-B) -с uat - G- лог У 
Га - Bra-po (&,- E)B(n, - п)8 


, Г(В-87-1) ,. ，、- 
xF(B, B, B+B, A © 1) 
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E-n) СЕ n9) 8-8 (Ë, ~ пр) ! "6-0? 
Œo- E) FQ т) e 
x Еа-В, 1-В, 2-В-В,, о). 
由 Riemann 函 数 导 出 过 程 和 超 几何 函数 性 质 可 知 ， 上 式 中 的 两 项 
зде СВ, ВОЗЕ, A-RA (2.37) ， 前 一 项 当 
В +В’> 0 满足 (2.38) ， 剩 下 的 只 须 验证 ， 它 们 满足 (2.36)， 
于 是 我 们 取 问 题 (a) 的 Riemann-Hadamard 函 数 为 
С, CE - n) (E, - No) ! ВВ Сто &)8-8/ 
(E, - E) "B (то п )!78/ 
] xFa- 8,1- B/,2-8- B/,o^), En, 
(E т) (E- no)B-B , DUE. 
(Ë, – n) ғ(8, 1-8» 1, 2), 
Е >т. (2.56) 
问题 Co) 的 Riemann-Hadamard 函 数 为 
C, (Ë - ПРИ (q,- Е )8-В/ 
Œo- E)B(n, - ПВ 
xF(B, B, B+B, o), Е «ть 


Нь= (2.56) 
(Е - MP (Е - по) ВВ! A- gr 1 
BU айв F(B 1-В, 1, 2), 
Е >n. 
Зэр, щВ’- B< 1 时 
с, LL TG - B0 


горгс2 -B -B 
(2.57) 
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с,- 2 108) 
T(B +В)га- 85* 
而 


¿T (Ë п) (En) 
л (Е-Е) (п-п) ° (2.58) 


ТТ ЕЯ, 346721, 2,3, mH, WRP - В <1, 
П (a) By Riemann-Hadamard 函数 由 (2.55) # №. М 
В +В'<0о, Вт оњ, WRB- В<1, МИ Cb) 的 
Riemann-Hadamard 函数 由 (2.56) 给 出 。 其 中 /由 (2.58) 给 

‚ 出， 而 Ca。，Cs 由 《2.57) 给 出 . 

先 证 (2.55) 。 对 此 ， 只 须 验 证 其 满足 (2.36) 。 事 实 上 ， 
在 (2.55) 的 后 一 式 中 对 1 求 导 得 到 ( 记 & mS HAV, 5 
«т Но AV +) 

27.2. 8 y _ва-в) EEE- n)" 
тн Макса за 


x r(1 +В, 2-8, 2, 2). 


ЖЕ (2.55) 58-00 n RS, ВИНАХ 
这 cr， b, с, z)]- bz F(a, 5 +1,,2), (ж) 


得 到 
Wes- B y, 
2n E-n * 
~ а-в) Са (Ко - по) ! B7B (mo 一 E) 1*В-В’ 
(E, - Ё) PB (m -= 1)? -В/ 


xF(1-B', 2-8, 2-В-8', 02, 
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将 以 上 结果 代入 〈2.36) ， 然 后 应 用 超 几 何 函数 的 解析 延 拓 公式 
F(a, b, с, 2) 


_ГсеуГ(е - a - 5) 
“Гос ЖуГСо P DC Ey С” b, а+6-с+1,1-2) 


,ECeODCa * b + с) о-а-ь 
POOR) ~ | 
xF(c-a, с-Ь,с-а-Ь+1, 1-2), 
得 到 
д В’ 
—_(У,-Р- V-V. 
өт“ уже V-) 


(Eo- Е) (Е - по) ! 8- 有 
= 1- 
Ее (& = по) BCE - 1) 287 


x F(1*B, 2-8, 2, 4)-(1-896, 

x C no) ВИ по E ) 198-87 

(&y- E) В(то- 125 "P 
хЕ(1-8', 2-8, 2-В-В, o^) 


_ I(fg/-B-1) ©, &)(8 то) ВР 
TC ГОУ 1) (ост) (Е - п) 87 


хр(а+в, 2-0, 2«8-B, 1-2) 


+ I(1* B-B^ o- E) (E, - 128781 
tTI- B5 (E, n9 P (E п) В 


x F(1-8, В’, p'- p, 1-2) 
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_T(2- BOT(B’-B-1) (Eo- n) ! -P/(n,- E) "ВВ, 
T(bra-Bra-B E- E) У (по т) Ў 


xF(1-f^, 2-В’, 2*B-B', 1-0”) 


__ DaG*B-8^ (&- n) B-P (E,- 8797! 
гфга-8В)  (&- Е) BG п)! 


xF(1-B, -В, BP-B, 1-0”). 
由 此 式 易 分 别 算出 : 


lim (2 (y, - y.) «P Lg, y 
ens dr m )) 


0 щВ/- В <1, 
= 不 存在 ， 当 B - B = 1, 
coy 当 B’- B> 1. 
ЕАН, 4B- B < 1, (2.55) MÆ (а) 的 Hadamard 
函数 。 
类 似 地 可 讨论 五 *， 仿 同上 步骤 ， 经 过 不 太 复杂 的 计算 得 到 
ME В АЛА 
дт 5-1 


" _ ви Сва t) (£ = по) "P 
ВЕ, m) hE OPE 


x F(148, 2-8, 2, 5) 


Eu Lg, 1*8-8/ | 
-BC E ep Drag Фа B, B ^o) 
9 
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T(B/-B-1)  (&-E)(£-n)'9& 
“ГС-ВУГф”-1) (&- по BE- п) 


хЕ(148, 2-8, 248-8, 1-2) 


T(1+B-B) (Eo E)E mP 
горга-8) EnEn. 


x F(1- 8, В’, p'- В, 1-2) 


.TG«Drq/-B-p -mr m P 
гэга вг A-D) (&- Ба. n) 


xF(B, 1*8, 2+В- В, 1-0) 


T(14B-8) (&- 5987! (g,- те В: 
ГСВУГ1-89 ^ (&- 871! - n) 


x F(p', B/- 1, В’-В, 1-0). 


由 此 式 易 算出 
ова ш 
0, щВ’-В<1, 


不 存在 ， 当 B’- B = 1, 
о,  ЩВ’-В>1. 
Bb, (2.56) 确实 是 问题 (Б) 的 Riemam-Hadamard 函数 。 
类 似 于 (2.39) 和 (2.40) ， 得 到 问题 Ca) Яй (5) 的 解 
分 别 为 
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и (Ер n)2 < (ПОЙ (по No Eo по) 
+ 人 DG 2Ha) EEH) а 


| HaCE, озь 20200 
+[ et, Osto по (veo «E а). 

(2.59) 
и (Ер о) = и (и-н) + tuH). 
4 « (Бус – OPPE, mo под dÉ 
«[" mc. Osto по (vc + Ë v СЕ) а 


MACHTE по (ec «E б), 
(2.60) 
上 式 中 ，v 记 为 00.55), (2.56) hH, ЊВ, Но 
Hs 分 则 记 为 《2.55) , (2.56) 的 第 一 式 。 ивице ， 为 计算 


aHa 

257 利用 f 

. F(a, b, с, z)-(-2z)***F (c-a, c- b, c, 2) 和 
(CO 不 难 算出 


pe- дНа -B+B rr) 
ón^ 5-1 “л 
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EE Ба - В”) yos c 1-8-£/ В/-1 g- i 
(ВГ гас { B-87 (56-10) (56-59 (1-Е) 


| (2.61) 
ЖИТӘ, "v(E)€C' (Co, АЈ), т CE) €C(Co, AD Н 
В>о, B/-B«1, 48-18, НМ Ca) 的 解 为 


в 


mi e tomm = 1-В-8/ 
"Go D у prp - 
nac (gri (т - гу л 
Г(а – В) -(Е- n) i 才 B gB- BnB- f 


ГОГОВ в 
х [СЕ ви co + ВУ 


xF(1-B,1-8,2-B- p, CE "Эш 


*(G 7 Л ус ABV 
xF(1-8. В, 1, d 31). (2.62) 


而 当 v (&)€C/(C0, 403, *(eC(co, 218820, 
B/-B«i1, В+ > ов, ММ (5) 的 解 为 


ге) _ у f -n 9 
uE, = кетуу" O 670 01-0 Ра 


TCB)EB PnP ЈУ ЭРТ: 
ага eph (& - P tiv () +Bv(D3 


, В’ (š — n) t 
x F(E”, В, В +В”, кун! 
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ПОВРАТЕ 


xF(1-B, В, 1, ue = да, (2.63) 


$4. 一 般 的 奇 性 边 值 问题 


利用 Hadamard 函数 ， 自 然 可 以 解决 奇 性 边 值 问题 。 但 是 ， 
我 们 由 EPD 方程 的 Poisson 表达 式 出 发 ， 也 能 求 出 问题 Ca) 
C5) ЮЖ. 
1. 奇 性 边 值 问题 的 解 
在 poisson 公 式 


«C, п) = | СЕ О - 2) +n a- 2942 
*(&- адар 41541-2) +mz]z-B (1-2) Pdz, 
о<В +В'< 1, 
或 
uE, m2 G-m "Pio t - 097 - "tat 


tocne- ува 1) Ра. (2.64) 


trt = 1， 则 对 于 问题 Ca) 有 


= ГОВ +В), 
$ (Е TODT 5 TCE), 
RAB (2.60 h, еп = 0 ， 得 到 


= ГОВ +В) ¿1-8-0 (5 _ дува в-а 
о (OG oft 
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€ -В; -8/ 
«fro coc - губе а, 


а= vco- ERAR) Е 


TC(B)r«85 
xf (E) CE БРВ, 
则 


EPP uu : 5 
Ї (Ordi f Ct). 411865) 
这 是 关于 q 的 Abel 积 分 方程 ， 易 于 求 出 它 的 反 演 公式 
将 (2.65) "hi kp C, М (E - ОВАН Эй, 
B CHOSES, SS 
-Br 
Га- о Ce COP que 


ot- t)8 
-P40 
>i СЕ рун 


上 式 左 端 用 Dirichlet 公 式 交换 积分 次 序 ， 并 作 变 量 代 换 5 = Ë + 
(#-Е)5, ЖЖ 


Гео Ра - tt- Patat 
= осете sta - sy Pasdt 
О 0 


-Ba-B, Вега, 


对 所 微分 一 次 ， 并 注意 到 上 (0) = У (0)– т(0)=0, УВ 
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f (t) ын g 
Е ЧИ š 


ўе siapa ae d 


Ра) 
xf рур“ 


вл (4) 的 表达 式 代入 ， 得 到 
месе v cole ТЭЛЖ AUS 
«(== (ь- on veo ГОГ 


» Ба даан хад ага Л ла уй, 


xdg rt вува) 

А а p g- 1 p- 1 

а х (#2) (1-2) 2 dz 

= гада ЕА 
0 

sf vava -tP ӨГ Ван, 
: 

所 以 


өс» ВЕСЕ HD 
f x 3 


ГеВ Во үрө 
ЭГСВЭГ (ВЭ f e2 


x -198 7 fat, јаз, 
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上 式 右 端 第 二 项 还 可 进一步 化 简 。 交 换 积分 次 序 
BARE = Peg eoo G- 1987! 8ацаг 


= Є| ад ef - руб Еа тв I didis, 


作 复数 代 换 +t = E (ITE) s, E- t= (Бон) s, t-h 
= (E-t)(1- $), 
则 


A &- (8708 P ao Ла 


E E PCE - LG ЇЁ 581 (1-5 yr 
x(1 -Es уба, 
=], 
利用 超 几 何 函数 的 积分 表达 式 
F(a, b, с, 2) 


FODFC - а) E 101-5) (1 – 25) 25 
和 
F(a, с, с, 2)=(1- 2)", 
得 到 、 


_ ГСВУГСВО e -Begga Ë — h )-В 
dor m Е 


_TCB)T(B се, вв -8 
TG +85 E-t) ts, 
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因此 
ep Вт ep fv Ge) Et dt, 
x 0 
- айх ere a - ro Pan, 
T o 
从 而 问题 Ca) 的 解 为 
2 x 1-8-87 
ub, DB m 
хс - p, oro туа 
ава (tg (cry 
л n 
x feo atom tandi 
sms fig -ау P – n) PIE 
х Ч 
x vaD G-t) drdi 
& 1, - айх, = 1 
我 们 化 简 这 一 表达 式 ， 首 先 
г. |с n a-m” 


хаа) (t Лааг 


= -DP m? Сазе, 
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зал Ае 


У Абул. ьа 


P" 


+ E) ( - Вав ја: 
-frecofte- m &-0?a- ro? teat, 


+оо a- rof i ова m aa, 


在 上 式 右 端 两 个 里 面 的 积分 中 分 别 作 代 换 : 
Ра Б—(Е—п)5, t- E-(E-1)s, 


则 得 
ње ји Ер) РЈ, сва sy? 
«(1-27 р dsdt, d 10 Xi =)" 
х | а - 5" (1 - на y dsdt, 
=ва-ва-вој eas (FZR) e 
x Fü- B,1-8- 8,2- B- ^, FELD 
t, 
+ва-в, B+B) [сој 
xF(1- 8 8, 1+8, На, 


-Bü-B,1-B)Fa-8,1-B-8,2- B-8/, 1) < m) 
-B(1 - В, 1- В) 
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x F(1-8,31- 8-8^,2-B- 8, £23)" Коо) 
-В(1- В, В+В?Е( В, p^ 1+8’, 1) 


-Ba-B, 1-80" eo (E73) ** 


xF(1-B, 1- 8-8, 2-B-P^ ix) 
Сеа P 


x F(1- B，B 148, 225) 6. 


利用 公式 
(ФЕ, b, c, z))=b2-1F (а,5+1, ©, 2), 
并 注意 到 
ва-8, 1-8ЭЕЧ-8, 1- B-P, 2- B-P^ 1) 
=B(1-B, 8-8ЭЕС1-8, В, 1+8/, 1) 
=Г(1 - В)Г(В), 


T(Ce)T(c-2- 5) 
(ажа, b, е, па рт ) ox 


-Ba-B 1-0100) (515)? 
pu 1-8-8, 2-в-В, 75) 


DO 85 1-B-B/ 
-8-8) (5-1) 
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x fec - 87 (n LP"! di, 


COQ- Br «ВЭ 1-8-8/ 
trey о (&— n) 


x feto ct -to9 Pd, 


其 次 ， 
1, = Г“ -07 a-n) Ser v(t) G-t). 'dt dt 


= (sce 41) Ba c n) PE 
-f&-0*a- v (f 

+) E-t) dt, ја: 
= (в) f -8 82: 
= лао fict - 0796 -ny Patan 
° n 

«| со Ге - t) PiP G-t) didi, 
=- У cfi = руба – пуан: 


xdt- у (в) BC1- B, Вэ” (£ - n) У 
«(8 - ој veo e-n Pa- а-го “ааг, 


Ќо Јр Go) m P a-t) didt, 
NO селу 8 


E 


x Е(1- В,1-В-В’,2-В-В’, х) 


+— УЕ СЕ n) + T. 
sinBx 


在 Ts 中 ， 里 面积 分 的 被 积 函 数 虽然 是 四 个 因子 相 乘 ， 但 其 指数 
= 2 Еп " 
相 加 为 - 2 ， 在 变换 t ЭРХ ЭҮЛГЭЛ 下 ， 可 以 化 为 超 几 何 函 


_,_#66-7)5 , L0 (Eo (0 - 0) 
b-t (Е- п) з +" ION Ua rq 


m | (&-t)n (а -<&= Эһ s), 
(&£-n)s4n (E-t)" 


dia ЕТ gs 


(Е- п) 5+1) ' 


ы=(В- Dive e-n? 
х (t-n) PP (Ф) "didt, 
=(B- Df iv GC ИТАН Bn (grt 


(ac ay (1 (20h „јез 
x а 5) (1 PISTE dsdt, 


CL ВЭГ(1-82 2 1-8” Ви-В+1 -1 
—TG-8-85 一 (5-1) В "n 


х vey GE-t1) в (ајә 


148 ' - 


x F(1- 8, 2-В, 2- B- В, лп), 


„_Тта- Га - В Е n вв ВА үл 
sin p py Coo ar 


x veo = кум сес 


xFü-B,1-B, 2- B-J, &-mn dt 
-tdn 


..Da-fgolra-85,. nyep- 
Tp 


xf ЦОГ HH ЕСТ ү1-8 


-B, 2-8-g/, -mt 
x F(1- В, 1- 8, 2-8- B”, 135) Ин 
-.Га-ВГа-ВЭ G _ BEBB (n ув 
эсгэн 00 В Cn) 
хЕ(1- В, 1-2, 2-В-В, 1) 
га-Вга- В) gs руб g-i в-а 
+ T(2- ВВ) (5-1) E" т 


xf (vao Р Убу] t-t). 
Ж 53 = вв’ (Е- та 
xF(1-8,1-8,2-8- p, (£12) dh 


= -ГА - ВГС - ВО Е _ 4-8, B 
Fixed - cR Fu Эрч 
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4 TX 1-8)Г(1-82 G- 1) eA 


T(2-B-85 


x gehe (у) + р 
1 


v) tE - (097 


2 = -8-8 (65-18 
хЕ(1-8,1-8,2-8 в, adde 
ви". 

У = | v2 zf (& - t) P-n) PP e-t)? аа, 


yh 


先 作 代 换 t = &(1- 3) +15, Ш 
$- t = (Е–Њ) 5, t-t = ( -t)(1 – 5), 
t-n-£-n-(£-1)5, 
“= "m а-в В-1 -В/-1 
и = -Вч| Оо Pa- CE- n- 6-02 
ХСЕ - (ЕН) 4297 4, | 
现在 ， 再 仿 前 面 一 样 作 变 换 ， 将 里 面 的 积分 化 为 超 几何 函数 。 令 


и тај 
1- ss dit, t-G- ee iim 
вела уран er 
dr T 


因此 ， 
І = – Bo 人 (t1) (Е- pf?" биш Lus 
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а-в _ роб [у 26 710m cce 
х Гра ОР 75] 6) P "edt, 


--rI(- BORGO = ay f gm 


кароне [2- 8,1 «8,2, EAr, 


з--Г(1-В)Г(В)(Е-лу Pg Р 


5 В-1 d 2, , _ 1 
прада 70 В, В”, 1, "rina 
=_ И (Е п) ЕВ В ва 
art w Рудой я 
5 , (E-t) 
F(1-8. ^ 1, 347 
si Е on) EP 40-12 (Е) 


sinBr БИТ; л 
БВВ Ву (та –В, В, 1, 1) 

Е -B (5 В 
zg- ntg f (va + va) Ji 


7 завя 
xF(1-8. В, 1, Gn )an. 
总 起 来 ， 有 


„= – со) (7) #У 


хк@а-В,1-8-В',2- 8-8, 221) 


хВ(1-8, 1-8 


sinBr 
xvCE) EP (E - ny P +I - I," 
151 


=- vo (E e 


Е - B, um ^ = m ^ 5-1 
хЕ(1-8,1-8-8, 2-8-8, 557) 
x B(1- B, POL MORE 


_TG-BT(8- | 85( -B/EB/-BnB 
а <р» -n) t v (m) 

,Ia-Bra-p^5 1-B/-BEB/- 

*—FO ВВ) 8 - B^ &- п) Е 


NUT 
[veo «Ev eo)nc =) 


Вав“: 


x F(1- 8; 1- B, 2- B- P^, (t 


ћуп 
-— (Е) (Е - т) EP 
зайл 
„Та - BIG -85 -B/8B/-BmB 
та - 85 (6- т) РЕ v(n) 


m+ Ва ao] 


MIS 


~ В = (Et)n 
xtfPF(1-B, В’, үс Лун 


орт) 


xF(1-B, 1-8-0, 2-8-8, ion 
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= 5 Га-8Г0-82 
хВ(1-8, 1 В”) -Г(-8-8Э7 


О PP PHP P (үрд + Pv «2 ))t 


( - ; (&- mt 
x (&- 1981 F(1- 8,1- В,2-В- B Paco 


E- ВР (viro + Zve) 


Зайл 
p = , G-t) d 
xtPF(1- В, В, 1, 22001), 
最 后 ， 我 们 得 到 


и(Е, n) «1, - ЭЁ т, , Зайн, 


= 1 22 -8-8/ [° Сүй” үүлс ET 

= зв, БЭС ОЕ 2) S m dt 
В(1- В,.1- В) 5-1 ү-8-0/ 
товго ву" 067) 


x F(1-8, 1- B-8, 2-В-В’, +1) 


Га -8Э К = n) BB 
*rübra-g-go 67 
xfcoc - 070 - 0f 
= ГОВ +В) сву 
ГГ 
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2a yog лу! 
«расо = ӨРЛӨ monta 


_ва-в, 1-85 t-ny-p-b 

TODFG - В) Е”) 
хЕ(1-8,1-8-8, 2-8-8, а-л) 
__га- В) (Ето УЛЫГ" 

ва вере) 5 7 

| xf (бо + В уо) 


ti 


нев, 1-8,2-8-8, 818 
севе B, 1-8,2-8-85 а 


+(Е- л (“бо + в, G) ) 


B 去 , CE - 10 ја 
xtPF(1-8, B^ 1, "LES TU ta 


r 1- В) 1-B-B/ 
___га–8)__(Е–п 
rra-8-» 7) 
frog- orto of 
гис в p ум 87-0187: 


x | (уво + >, a)i- Юэ! 
хЕ(1-8, 1-8, 2-8-85 EHI 
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кєь-лута В wet) e Ee cr) 


x ёЕ(1- 8, В, 1, «= гәч), (2.66) 


щ В = Вин, (2.66) У (2.53) 一 致 ， 而 当 B B'EB'- B < 1 
В, (2.66) 5j (2.62) —8t. (2.60 也 可 以 写 为 


š Га –В) - а 
* G^ D^ тега МИ 


8 = nyi- , 2 
x (E) r(-f1-B-8'2-6-8E- ar 
s LO-B) (gay 

IX«gorce2- B- p м 


х [русе Gru 


, (E-701 
xF(1-8, 1- 8, 2-8-8, Es) dt 


— пун -в (5 d 
+E- nPE fraoed 


/ (& = 
x(r(1- В, В, Эс 01), (2.66) 
对 于 问题 Cb) 也 可 以 进行 类 似 的 讨论 。 
2. 极 值 原理 
考虑 问题 《a 的 特殊 情形 ， 
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9u.- B^. +В 
ү" -n дЕ 5-1 2n 


о<р<1,В +В, 


u(E, Е)=т(Е), т(0)=0, (2.67) 
0о<&<л, 
и(Е, 0)=у(&)=0, 


在 B=B’= ЕР Germain HR Raderin 证 明了 这 个 问题 具有 


极 值 原理 ， 并 用 于 混合 型 方程 的 Tricomi MARIE. BRAA 
AMEDA o << 1 的 情形 。 利 用 上 跨 得 到 的 解 的 表达 式 ， 
这 个 结果 是 显然 的 ， 
Hi (2.66). 或 由 (2.62) 得 到 (2.67) 的 解 为 
2 L1 - B5 _ n): ВУ 
“(8, REG et-") 
fir Cd- otto - orta 


Г(1-89 A евр. 
“тергев с." COREL 


, ‚ &-т 
xF(1- В, 1-8-8, звер, ic ја 
(2.68) 


不 难 验证 ， 它 的 确 满足 定 解 条 件 。 当 "1 = 0 时 ， 显然 有 4w(&， 
0)= 0 。 为 验证 其 满足 另 一 定 解 条 件 ， 先 将 (2.68) 分 部 积分 ， 
得 到 
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уса ИЕ 4 
uE, D= r-ra 625 


xfw Ct (i1) 7* 
x F(1- В, 1- B- 8 2- B-B, ЗП) 


ME-n-—0H, ЖЛ ЕТЕШ ЭР, БЕД и (Ë, È) 
= * (š). 

H (2.68) 就 可 以 证 明 极 值 原理 ， 问 题 (2.67) 的 解 ， 只 有 
当 = 时 ， 才 能 达到 正 的 极 大 和 负 的 极 小 ， 因 为 当 r (&)>0 
M, и(Е, n)20, щт (E)- LB, Хи CE, 039 

Г(1- В) (5 - n) ee 
rre- B-BD\ Е 


xF(1- 8. 1-8-8, 2-8-8, #57), 


и(Е, n)=1- 


因而 0 Си (E, п)<1, тах t(E)20, min т(Е)<0 
t«t«4 «са 

Ст (0) = 0). 

由 此 推出 


Г(1- Вә " 
и(Е, OD nte CO 


4((3-3 1-В-В/ 
dtg -t 
x F(1- 8, 1-8-8^, 2-В-В’, ici) 


= шах c(E)u,(E, n)&max т(Е)= max и(Ё, E), 
0<t<4 vy pe 
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同样 


Ta-po 
uE, MSEE 7 yh" (0 


AG -8-8/ 
гд о 5-1 
юэ 1-8-8, 2-8-8, i) 
= ти r(E)u,(E, n)zmin «(£) 
0<t<4 <Е<А 


=min u (Ë, п) | ых 
4 «E A 


8-1 
所 以 ， 我 们 有 
min u(£, "| Си(Е, п)<тах u(&,n)] + 
о<<4 - 0<t<4 ГАЗ 
从 而 证 明了 极 值 原理 。 
5 .一 般 情形 


坷 性 边 人 问题 可 以 推广 到 B ， ВМЗ. ШС 
1，1- B- B^ 0 时 ， 可 以 提问 题 ; 


Qu _ В’ ди | В ёи -0 
| aa 1-4 t &-тдл ' 
¿+ bs &)= 7(5), 


т(0)-4(0). 
и(Е, 0)=7У(Е), 


此 时 ， 根 据 对 了 B，B’ 的 假设 ，E(B，B') 的 一 般 解 为 
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(01-03 1-65 
«ате? z Сы-в СА во 


х_(- NX +В’ «C1 83+C1 +p) 
XP +С - B3«C1-P72-&- e) 


х(Е-4)4-83-0-87-8- ЈЕ g BD+ -BI -AD 


х(Е(1-2) + па ја“ * 1-82«a-8 -&-1 
x(1- 2)B*a-Bsa-po-r-14, 


+E- па ВВ red- 292278 a- 27 dz, 


мВ +В'=- 1, -2, -3, + (2.99) 


a-82 а-87 
(Е, л) 2 X Сб Cog, C 17 


х(8ЕФ1-1))(8Е-)178-87-8-1 


Х|,44:8-87-8-0 ce (1 - 2) тај 7 

Р a- | Й 
x(-2)8-!qz- „2 Сар 6-01 6-017978 
ВРС (12 =) + па) 
хар z)-B'dze(& — пу!-В-Р 


х ее Во cea =) та) 
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-8 


x28 (а 2) 7 P Lat(E = л)а(1- 2724: 
жов mtf [ФСЕ СЕ - z) +n) 
x zB (1-2) Pdz 
当 B +8В’*-1, -2, —3, +. (2.70) 


фп=Е, AA 
2(-1)9-8 Г(В +В”) 
ср C D Pug cs уг sag» E 


或 
dC = (= 1)9782-14 (Е)/ Ca - B & Q7 82-7 DI 


T (B«C1-BDI('«C1 78^». 
将 由 的 值 代 入 (2.62) 或 (2.65 ， 再 令 1 = 0， 即 得 
a-ga-p^» | 
УС P 3 С&-в› Cá -p5 
x (= 199-9 - T + B) T: B^ «C17 82 «C17 P 
ИГ (В+ (1-82) Г («c1 - BD Г («Be C1 – В) 
*C1-8'J- k- 1) 
ПА Њени виа ва 2) 
0 
xz B'*a-BPosa-P-k-i (1- 2)8* 4-8) а-87-1-14а 
eg rf есес = гуја Ва - 27 dz, 
(2.71) 
或 者 
a-p а-в 
MIL > x Cá. Са-вы 
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(= 1)878-1 (4 + ] = 1) 
ха - да -Вј- DIT (B «G-BXT (G^ - 87) 


kgs а 012531 
! | 


ха -8-361 - 2)78"-142 


a-p " 
* , C 09797 ( - 1» /(C- B3 C1 -82- 01 
xT(B «C1 - BDI «C1 – 8/3) Е1-В-В"-# 
Ка (1- 2))z78-*(1- z)-RBdz 


(-1 ya-B5-1i g1-P-P 
"ава «a-B3- DIT «a-BDT («ü-87) 


x 078-85 CE(1- 2327 8-* (1-2) -Pdz + :1-8-87 
o 


х| Себи – 222790 – z) Paz, eny 


为 简便 起 见 ， 令 


a-8ci-g^ 
УС) = У(Е)- 2, 2 СА Clg 


х (- 1)а-82-# Г(В ВЭ ГВ + B'«C1-B34C1-8^7) 
ИГ (OQ  C1- BP В’ + C1 - В) Г (В +В'+ [1 – ВЈ 
*ü-83-5s-1) 


xga-Bsa-Bo-s-l а ben 01-21 


x P +01-В/2+0- 0-6-1 га - Ва -BI -1-1 а, 


161 


a-pu-g» h 1 
КЕ) ву) - Pi i Сар Сав” 


(- 1)087P- (у + 1-1) 
KEENE B23- IT (B«C1- BDT(B' «a - B^» 


И а» 


A 220 а 
хав 一 гу78 -lqz— = cé. B 


(= EAEk- 1) gi 879-4 
M cem В+п-В5- 01ге + – BDT (P^ «(1 - Вә) 


Jet -8-B -有 [8(GL- 2)3279-* (1 2) dz 


-1)9- Bgl- B-B’ { 
“сс 81-01- ви Dr + ~ BDT(B’+C1~ 82) 
x fi <8- -8-8? ct гујг "ва - 2) "P  Lat&z (17 2))dz, 


再 作 变量 代 换 + = &(1- z), М (2.71) 和 《2.71)/ 变 为 
fioc- рова roo. 


ЕЯ ЕИ C1- BJ 次 ， 则 得 
„Г(1–В) d (*ra-g 
га ветру dp m 
x (ENCE - 10950797 1gi, 
中 既定 出 ， 代 入 (2.71) R Q.70/5X,. ШИЙ (а) 的 解 。 
щ В, 802220, H 1 - В - B< 1 了 时， 可 提问 题 : 
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2 + 
(ди В ди , B ди -0， 


| aton E-a 25 E-n Ən 


(591 fim (E-mDB+B (0 _ 2" ).. л 
Bd И 1)» х (6), as 
u(Ë, 0)= (5), 


为 叙述 简便 起 见 ， 我 们 只 考虑 B +В'=#1, 2, 3，… 的 情形 。 
此 时 EPD 方 程 的 一 般 解 为 


и(в, т) = асса 2) +120 2 714: 


cgi (87) , 
k cL (-19Г(24083-187-8-87 
н S Sch Свого + B-B- 8 -k- D 


x(&- а Ја Рио 
0 
х(5(1-2) + nz) z02* В2-В- 1 – 2)004(02-P^-kqz 
(2.74) 
НЕ (2.72) 得 到 2 
НМЭРС2 Г(1-8-82 
SECO GOES» aste ^ 
将 四 的 值 代入 (2.74) R, ВЕТ = 0， 即 得 到 


1 Й сва св“ 
«(€ EC 2327 71 (1- 287142 + 5 & 
° 8-01-0 


xC- 1992?-! ra- В - ВГ (24(814(81-8-82 
/та- В «CB» Г a-B'«C820 T 24C024CB/2- B- B 
-k- 1) 
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х АЈ СВэеФф”3-8-д (1-2) 

x 20 * (93-81 1- 2 ) P+CB kda, (2.75) 
令 

Вэ c^» 

f1(E)=v (8)- bl S ch, Cá 

(- 0) €?-!*ra-8-80T (2* (83 + (80 - 8- 8^ 
/Га-8 + C90 A-B + C8^2)T ( + СВ) + СВ'2-В-В'- k- D 

x В «8 «(9/2-k-DCE (1. 2)] 

z 082+ 0972-8-1p 4 – 2) * 27 k- ^q. 

HJ (2.75) 变 为 

КОН мала itt. 
их ЕКЙ (В, AA 


Г) (С, t )8 - 82-1,8-19, 
RE wyl E-t) 


493 , 
22875 0 B+P'-lF, CE, 


Se 它 的 解 为 
ЕВ d (t d^ 
УС = гуга +07787 dt Jedi 


x CB+B 715, Ct) (E - Р-Р, 
9, $ERCUEH, КЛ (0.70) 式 即 得 问题 《6 ЮМ. 
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жени Са), знан 1688, nies iab 
的 Abe1 积 分 方程 ， 事 实 上 ， 此 时 ， 由 于 1 - B - B'> 0， 因 此 除 ` 
х < :1 的 情形 外 ， 只 可 能 是 与 B' 异 号 考虑 B>>1，B'< 0 
的 情形 。 

由 EPD 方 程 的 一 解 般 


a-g ГеВ +8’ +С1- 8/7) 
wx 1 
s(Ë, п)= 2 ба-82 TTB TBD 


х(&-тп)@-872-! fiy в-89-84 (1-2)+12) 
0 
x P' «a-85-1c 1-2 ye:a-B-l-14, 


q Г(2 +(8)– В- В) _ п)1-В-В/ + 82-8 
Зс С гов рту ©” 


«fis -DE E (1- 2) +127 20-8 (1- 2)08- B^ -kdz 


出 发 ， 得 到 


200 ГеВ +В) 
* G7 теуге слу E 


нж 
a-pa 
У(Е)- = CA у 


ГеВ *B'«C1 - B'DTCB +В) a-B5-1 
"TB «a-B2- 1 TTB + CB DE 


ds E(1- гуу *ü-B2-1 
9 
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x(1- z)9*0-82-1-14, 


Ч T(24CB82- B-B) ,:-0-0'«tb-k 
-Sci Св те 88-0705 


x о от А СА 
(2.76) 


SERERA f (EE)， 又 注意 到 右 端 可 写 为 
| - 2)7P'dz, 


ЖЕМ (BJ 次 微 商 ， 于 是 得 到 


савр 297944 }= foo. (2.76) 
或 者 ， 令 5 (1 - z)= +， 则 有 
4% | СЛАВИ 


49516 (£ - 098—874 
Фр 
"rj qum s )(&-)®-Эш, — @.77) 
而 积分 方程 ^ 
ФС), _ ру 82-1 
'(£- 1020245 ril. FODE- t) dt. 


(2.77)7 
的 解 显然 就 是 (2.77) 的 解 。 并 且 在 (2.76) “两 端 令 E=ti, 再 


ВИДЕ – 1,27), жр, МОЖЕ, ВИйЖ (2.72), H 


此 (2.77) Я (2.77) ү. 4 (2.77) 的 解 为 
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- 1 3ш(8-(82)л " 
ту а 


4 = 0 -2-1 _ у0-1 
xj. 9 fire romana 


-1 в Сул ју d ft 
ГС Е В 
х ‹& = p)RUO-71(0 –ру Фэ-1агаг, 
о _ sin(B-CBDm p 

re) x Ё 


x “ла СЕ на 529 ЕГЕР 


(8:-5-(5-4)1) 
= sin(B-CB)5x ,TXB- CB) ЕВ’. а [уво 48-54. 
dE Jo | 


x Г(В) 


$5. 奇 性 定 解 问题 


T. HER SUME 
B. A. FusaroGOg 4830296 В = ВР" МЕСВ, В) 
Hos ERR TR RB 


"rn u= 0, 0<В<1, 0x «x, y>0, 
p 0)= f(x), f€C, f/(0)=f(za)=0, (2.78) 
e. у) = 00а), JEC, g(0)-g(2)- 0, 


и(0, У)=и(т, У)=0. 
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用 变量 分 离 法 解 这 个 问题 。 
Wu(x, у) = XCOY (》)， 代 入 方程 得 到 


yE y! «Mys 0, 


Xr +MX= 0, 
ДР, ХЭЭГ  БИХ(Х)- Acos x+ BsinMx， 由 边界 条 
件 定 出 特征 值 为 = 1，2，…， 特 征 函 数 族 为 {sianx}， 另 一 
方面 ,方程 : 


saby 5521) 
是 Bessel 方 程 ， 其 解 为 

г(в Jut? Jg. (n) 
和 
(yt 74+-в 02. 
№/. оВЕИНН, U 


1(х)- > а, sinnx, an= 2[ јеж )sinnxdx, 
n-0 п/о 


со 了 2 [fr 
9(х)= Donsinnx, bn -4| g(x )sinnxdx, 
LET] ло 


则 由 于 
limT(B ert Jg... (пу)= 1, 
Kn met J4- (ny)= 0, 
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zt (n) 


ЭЖ 
= > (- 1)" Шэнэ e) йу үө, 
É kl T(& +3- в) 2 


be E iom Ту-в (ny) ] 


(7 


TE 8) ° 


所 以 


ад-аю» bn= 


故 问题 (2.78) 的 解 为 
и(х, У) = sina I? r(z +B Jot" Jg. 4. (ny) 


rG- nen 


Tb, 


Jyp Сп). 279 


Ј NOLENS .代入 得 
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总 /一 bn.: : 
u(x, У)= > (а, cos пу 十 一 Sin ny )sin nx, 
n=0 n 


这 就 是 熟知 的 弦 振 动 方程 混合 问题 的 解 。 
现在 证 明 (2.77) 可 以 写 为 封闭 形式 。 为 此 ， 需 要 利用 
Bessel 函 数 的 一 个 积分 表达 式 


r(4 уг (+ + "(= y” Ји 2)= f cos(z sinT)cos2vTdT | 
ы ЯН cos( z sin т )соѕ тат, 
HERA (2.77) ， 并 将 f，9 作为 以 7 为 周期 的 奇 函 数 开 拓 出 


去 ， 得 到 


u(x, У)= 25 y [E fees» sicot 1тат 
А. s) 


+ A [Зомби sint) 
а-28)8(2, 1-8)" 


х со! -Вта т J sin nx 


"xd. Tai (Ха, за na cosnys)dz 


LM a MEN соѕ! -2B + 
a- 28)8(3,1- в) ' 


170 


х (> b, sin nx cos пуз је“. 
n=1 
其 中 s =sinr, 由 三 角 函 数 关系 式 
2sin nx cos пуз = sin n(x +sy) t sin n(x- sy), 


得 到 


u(x, У)= 一 二 一 人 cos 8-1 СО n(xtsy) 
n 


a 


tsinCx— sy) ја: + У? 
sin(x- sy ) "атара B) 


тк b, (sin n(x +sy) + sin(x— sy] 
u n=1 


"MH cos2B-1<[ f (x t sy) + f(x- зу)Ја т 


Е = 
+ yip |: ава 


(1-28) 8(1- 1- 8) ° 


x [9 (x+sy) + 9 (х- ѕу))ат 


=— [et + toa mbar г 
КО 
yl 28 
"Gap 125 8) 


Го (x +ty) 
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+ g(x-iy)3C1 – 12) Ва. 


这 和 Poisson 表 达 式 一 致 
2. 广 义 辐射 问题 š 
最 后 ， 简 要 地 讨论 一 下 A。WeinsteinCs0) 20), Lionsi 讨论 
的 EPD 方 程 的 广义 辐射 问题 ; 
/ ди _ ди _ 28 ди zo 
өх ду y ду | 


u(x, У)= 0 在 区 域 x 之 y 外 ， (2.80) 
u(x, 0)=т(х), ( 当 x<0 时 т(х)=0), 


在 问题 (2.80) H, u(x, У) ЕХЕ ЛЕХ > У РБ, Ши 
(x, x) = 0, МЫ (2.80) 实际 上 是 一 个 特殊 的 奇 性 边 值 问 
Hi. 


ðu ди _ 28 ди. 0 
os Ri EP а », 
əx? ду У ду 


и (х, x)= 0, 


u(x, 0)-1(х), (3x<0B, т(х)= 0). 
或 者 , & Ë= x+, n=x- y, W 

ди В ди + B sx -0 

an E-n at &-n др" 


СЕ, Б)=т(Е), +(0)=о, 


u(E, 0)=0. 
因此 ， 当 B > 0 时 ， 有 和 解 


s Er BY. va is 
ut, п орка py E ne 
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Х| (1 Е- £87 (а – по) 4, 


回 到 变量 x ，y ， 得 到 
=ГС1 - 2^7 -sp 
u(x, y) гевуга 98у > 


х" т СР) Сб - 02 yP dt 


.I(1-8)2!78 1-ар(ә _ 2 угуй 
кога 229) fre 2) (z2? — y*)" dz, 
如 果 考 虑 到 xs 084, + (x) = 0 ， 则 上 式 还 可 以 写 为 
DCO -= В)21-28 
Pon 09 rT(pnra-28) 
ху pn. (x— 2)(z* - у?)В-:42, 


i ZAAL, 我 们 讨论 的 EPD 方 程 的 各 种 定 解 问题 中 ， 数 
据 至 少 有 一 部 分 是 给 在 奇 线 E = nn 上 的 ， 即 是 所 谓 的 奇 性 定 解 问 
题 ， 这 当然 反映 了 奇 性 方程 的 特点 ， 但 是 EPD 方 程 的 正则 定 解 问 
题 最 近 也 引起 人 们 的 兴趣 。 另 外 ， 近 年 来 ， 由 于 对 Treves 方程 
(0.19) ИЖ, № (0.19) 的 Cauchy 问 题 ， 经 过 特征 变换 就 
化 为 一 类 特殊 的 EPD 方 程 的 所 谓 广 义 奇 性 第 三 边 值 问 题 ， 从 EPD 
方程 出 发 ， 也 得 到 一 系列 结果 ， 由 于 篇 幅 所 限 ， 这 里 也 不 作 详 细 
介绍 。 
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== ”椭圆 型 EPD 方 程 


考虑 方程 


ш» ии Buy +É u =0. (3.1) 
У у? 


За, БЯЖЖ. ТИИ ЕРП 方程 当 B = B’ 时 所 对 应 
的 椭圆 型 方程 。 因 此 ， 称 它 为 椭圆 型 EPD 方程 。 和 双 曲 型 EPD 
方程 不 同 ， 它 是 在 Tricomi 提出 混合 型 方程 以 后 才 引 起 人 们 注意 
并 进而 进行 研究 的 。 

本 章 首 先 研 究 方程 (3.1) 在 某 些 变换 下 的 不 变性 ， 然 后 求 
出 其 超 几 何方 程 特 解 ， 以 不 同 的 方法 导出 (3.1) БЕЖЕ, FJ 
时 ， 当 B = B/ 时 ， 我 们 又 导出 了 椭圆 EPD 方 程 的 基本 解 。 在 $ 4 
中 研究 了 两 类 奇 性 定 解 问题 。 最 后 ， 从 高 维 laplace 方 程 的 轴 对 称 
解 导入 广义 轴 对 称 位 势 ， 阑 明 方程 3.1) M Laplace 方程 的 联 
Ж. 

本 章 的 主要 内 容 来 自 Tricomic156)，HolmgrenC49)， Gellerst- 
,edtGO, ФраиклъС50, GermainfüBader(17, WeinsteinC46, 473, 
KapoanzC50)，M。M。CaxmparoaCi2 等 人 的 文章 。 其 中 ， 特别 重 
要 的 是 Tricomi，Gevmain 和 Bader，Gellerstedt 和 Weinstein 的 工 
作 ， 他 们 对 方程 (3.1 ) 的 研究 比较 系统 ， 并 在 某 一 方程 有 独到 
的 见解 。 


51. 基本 性 质 


1. 对 方程 (3.1) 作 变 换 
u(x, У)=ући(х, У) (8.2) 
其 中 入 待定 。 则 方程 (3.0 ЖЖ 
十 2 入 入 (入 一 1) +Ла +6 
yaoa tom + E Uy + 2 = а v }=0 (3.1) 


3.175 (3.1) 是 同类 型 方程 , 即 在 变换 (3.2) 下 方程 不 变 ， 
特别 ， 我 们 可 选取 入 ， 使 得 六 + (а- 1) +5=0, AT 
(3.1)' 不 具有 未 知 函 数 项 、 因 此 ， 不 失 一 般 性 ， 只 须 讨论 方程 


tag + Uyy + x ну= 0 B = const, (3.3) 


即 可 。 这 里 ， 将 a 写 为 2B， 是 为 了 便于 和 双 上 曲 型 EPD 方程 对 比 
起 见 。 方 程 
№+(а-1)^+6=0 
ЖЖ G.D 的 指数 方程 。 对 于 方程 (3.3) ， 指数 方程 为 
~ у +(2В- 1) 和 = O, 
它 的 两 个 根 分 别 为 Xi = 0 和 Xs = 1- 2B。 因此， 如 果 
u(x, у, В) 是 (3.3) 的 解 ， 则 y:-?Bu(x，y，1 一 BB) 也 
是 解 ， 即 成 立 如 下 关系 式 i 
u(x, у, B)=y' Bu( x, У, 1- B). (3.4) 


2. 对 微分 算 子 工 _2_ 的 不 变性 
У ду 


将 〈3.3) муж, Шил ЭЕ 
б) а + Co)m+-2B ov - 28 Qu) =.0 
y У 
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作 乘 子 变换 v = у МУЖА 


Ова + Uyy + 2 *1) (B + D, 0. 
y 
即 有 
1 диб, у, ВЭ исх, у, В+1). (3.5) 
$ ду 


5. 方程 (3.3) 在 某 些 变数 变换 下 的 不 变性 
对 于 双 曲 型 EPD 方 程 ， 在 自 变数 的 分 式 线性 变换 


ЋЕ и 
= ^S /= " 3.6 
5 ben àin +h wn 


下 不 变 ， 而 (3.0 又 可 分 解 为 三 个 变换 ，1". 平 移 变换 纪 /= Ë + 
B, т=п +h. 2°.FJ ИЗ EE = ЛЕ, ту = А, 37. БИ 


ERE =i =. МУЖ 020 在 下 列 三 种 变换 下 不 


变 : 
1°. 沿 % 轴 方向 的 位 移 蛮 换 x = x +, уг= У. 
2". 同 位 相似 变换 x/ -Эх, у'= Ay, 
3". 反 演变 换 r' = liene ys rre virt yn), 
” 
对 于 1°, 2°, 是 显然 的 ， 只 须 验证 3°。 
ЛВ г = Vit у, 0 =Z, AF 


х У У х 
Ча= Up— — Uz Uy= Ur + ид 
г г r P 


2 

y x 
— te; 
НЫ т? 


Жи, 


3 х х 
цаа иг 7,- 209-2 + 26-52 
r т g. 
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С ВА за 


1! tp ho NH. 


x 23 
- Ега + 2-4 + us 


Uyy = T * 205 


原 方程 化 为 
u +1+2B w+ 28 ctg8 + ug + lup- 0. (3.7) 
r Р, Р 


在 反 演 变换 r’ = 工 之 下 ， 由 


Wr = 一 了/ и, up, = т! ий! + др! str s 


得 到 


这 仍然 是 同一 类 型 的 方程 。 不 仅 如 此 ， 再 作 乘 子 变换 
VG, 0)=r'!tBu(r', 0), 
由 
up, = г! Pup, + 2Br’ в, 
user = t! Во, + A Br! 2871 0,, +2B(2B- 1)7' 28-20, 
得 到 


мэ БИЕ + 28 ctgð + ов + ове = 0. 

r r : Р 
这 就 是 说 ， 在 变换 5( 工 ，9 )= "pu( 工 ，9 ) 下 方程 不 变 ， 即 
«(1, о) (1, ө), жаша Cr, ЕН, 


дуги (2, o ) 也 是 方程 的 解 . 


将 变换 1"，2"，3 "结合 起 来 ， 则 得 如 下 结果 :方程 (3.3) 
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的 解 ， 对 任 一 圆心 在 * 轴 上 的 图 周 进行 反 演 的 结果 是 成 群 的 《我 
们 把 垂直 于 x 轴 的 直线 看 作 是 半径 为 无 穷 的 圆周 ) ， 而 这 种 反 演 
变换 在 非 欧 几何 的 观点 看 来 相当 于 欧 氏 几何 中 的 “刚体 运动 ” 
一 一 即 平移 、 旋 转 ， 因 为 它 将 “直线 ” (半圆 周 ) 变 为 直线 CF 
圆周 ) 。 

直接 写 出 变换 的 一 般 表达 式 ， 则 有 


PS (ax t b)(cx +d) +асу? 


(cx*d)*chy| ^ 


А (bc- ай) у D 
Ed РС (bc— ad 0) (3.8) 
这 就 是 与 双 曲 型 EPD 方 程 的 变换 


DEL LAC) n aut 
cË + d) · cn+d 


相对 应 的 变换 。 . 

方程 在 (3.8) 下 的 不 变性 就 是 说 ， 如 4 (х, УЛ (3.3) 
的 解 ， 则 

(ex d)? + с? у?)-В 


x u (et) (ex +4) +асу? (bc— ad) y ) 
(cx +d)? +с? у? d (cx +d?) +c? y? 


也 是 解 。 即 出 一 个 解 可 以 导出 含 三 个 参数 的 解 族 


52. ЭВВЯЛЛИИВНЫ 


双 曲 型 EPD 方 程 具有 超 几 何 函 数 的 特 解 ， 由 此 导出 了 Rie- - 
mann 函 数 和 Hadamard 函 数 。 因此 ， 对 于 椭圆 型 EPD 方 程 而 言 ， 
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求 其 超 几 何 函 数 的 特 解 也 是 极其 重要 的 。 

我 们 从 方程 Q.D) 出 发 ， 求 变量 分 离 的 特 解 。 令 4 (7 ,0) 
= вт), W 

ВОТ) + 1528 yr 9) +28 ago R (OT! 0) 


*lRG)T'()5 0 
r 


或 者 


Er £ R’ СЭ 0.700 ,7”(0) . 
r + +28)" 9+2Betg TU" T) 0, 


因此 ，R(r ) 满 足 方程 
r*R'+(1+2B)R' «^ r-a*R- 0, а =const, 
一 个 Euler 方 程 ， 它 应 有 形 如 尺 = эн, КАЛВ k 


与 的 关系 
- аз= (+28). 

从 而 ， 了 所 满足 的 方程 为 
T" +2pBctg0.T'+ACR+2B)T= 0。 (8.9) 
КЊ 

4 t = со 2 则 


0 


бра ti: 
Те = —T, ° cos— • sin — = – — 510 • Т, 
0 t 2 2 2 b 


1. 1 
Tao = — 9107 „ – — cos0 • Тү, 
90 kami t 


(3.9) ЖЖ | 
Eca- cost0)Tu- eos) (1 +28)7, + в @+2B)T=0, 
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因为 cos6 = 2-2-1 1- cos26=1- (21 1): =4+(1–ђ, 


所 以 
ta-DTa + Ë B- (+28) {Тин & (#428) T =o, 
(8.10) 


这 正 是 超 几 何方 程 
а – Та + (с– (а +6 + 1) 07,-абТ=0, 


що-т+В, bok 2B, а= -的 情形 。 因 此 ， 超 几何 函 
MERC в, в +28, eB, ОЙЖ (8.10) 8-8. Ж 


TW HE (3.72) 有 一 特 解 
1 
"F(- k, k+2ß, 7+8, +). 


其 中 ， 是 任意 常数 ， 以 上 方法 是 属于 Tricomi 的 ， 
方程 (3.9) 还 可 通过 其 它 变换 化 为 超 几何 方程 。 关 于 超 几 
何 函 数 ， 有 所 谓 Kummer 关 系 式 ， 即 车 a。，6 ，。 满 足 关系 式 6 
242564 
СЫ, 有 
а+6+1 
к(а, 6, SEEL, 1) 


B а b atb*i E 
(2, Ё, 281 ка – D). 


因此 ， 如 令 


"-4(1-0- (г + x)(r-x).r'-xt 


т? т? 


2 
= =sin20 A 
r 


180- 


方程 (3.9) 同样 可 以 化 为 超 几何 方程 。 事 实 上 ， 

To= 25110 • cosó - Ту, 

Тов = 4 51170 + cos20 • T,,,, + 2(cos*0 – sin*0) T. 

(3.9) 化 为 
AU (1— U)T/ / +2(1-2')Т,/ фава- U)T,, 
+k(k +2B)T= 0, 

Bp : . 
HTH + 1+в-анви)ти „а Т =0, 
它 是 。 =+, a= - №, 6= 全 + 月 的 超 几何 方程 ， 因 此 ， 
方程 (3.7) 有 一 对 特 解 


mf k k 1 у? 
4 (4 379 279 r^ 

-2g,k*28-1 1 да 1,8 8. y 
у“ Prit F(2- B > 2 ' 3*3 hn 


这 是 Germain 和 Bader 当 B = 二 时 所 求 出 的 。 取 = 一 s- B 由 


超 几 何方 程 在 奇 点 0 ， 1，co 附 近 的 基本 解 系 可 得 三 对 特 解 


тїзввзад(43 3, 15883, 3, ж), 


(1317-4278 3р (=s, Ва 5, + 2 


(22279 F (Ë +=, — Bil, 2), 
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2y-y UP (1-885 1-B-s 3-28 
(23! « y P" (1-5 ; гә 
>), 


ri 


(32e y S p (Ë ++, — 1+5, 2 


L.8s,-»p(B-s 1-8-5 ... г? 
(33 e aap (Ë- +, 1-B-s, 1-.s, >). 
或 者 ， 再 利用 公式 

Е(а, b, с, 2)=(1- z)°%-bF(c—a, c- b, с, 2), 


832, [3 了 表 为 


1+8+5 


(31-х(-у9 2 
2 
B-s 1+8+5 1+s, — 
Е(1 一 2 73 7 . у > 

_ 1+ +5 

[3)'2xr (-у) 2 


B+s 1248-5 r? 
Ст И е8, =). 


$3. € Ж X 


虽然 我 们 可 以 用 不 同 的 方法 求 出 椭圆 型 EPD 方 程 的 各 种 各 样 
的 特 解 ， 但 是 ， 景 重要 的 是 要 求 出 它 的 基本 解 。 本 节 ， 我 们 用 不 
同 的 方法 求 出 椭圆 型 EPD 方 程 的 基本 解 ， 并 研究 它们 简单 的 性 


м. 
所 谓 基本 解 ， 应 满足 下 列 条 件 : 
1) 两 点 Mo(x。，y) 和 M(x，2) 的 函数 ， 关于 M。 点 满足 原 
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方程 ， 关 于 M 点 满足 (3.3) 


Оаза + Uyy— 2B T ——v-0., (3.10) 


2) xcu. 具有 对 数 奇 性 。 
3) 它 的 某 种 线 积分 等 于 一 个 确定 的 常数 。 
ТУН, ЗЕЯ (3.10) 的 指数 方程 为 
和 ?一 (1I+2B) 和 +2B= 0 
因此 ， 如 令 v = УЗВ, Щ (3.10) TEA (3.3) 。 从 而 原 方 
ЖЕНУ 2 Е УР ЗЕ. . 
可 以 有 多 种 方法 求 出 方程 (3.5) 的 基本 解 、 
1. 从 基本 解 与 Riemann 函 数 的 关系 出 发 е 
由 于 Riemann 函 数 是 基本 解 的 对 数 部 分 的 系数 ， 而 了 ED 方程 
的 R- 函 数 是 已 经 知道 的 ， 因 此 ， 可 以 由 后 者 出 发 求 基本 解 。 
引入 复 变量 上 =x+iy，m = x -Үу, ЭН (3.3) 化 为 
ugn- == ug + £ Bm= 0 
HR-HR A 
(& - n)?B Е(в, B, 1, (Eo— £)(n-n9) 


(Ë - по ВСЕ – n) 
回 到 原来 变数 x，?， 注 意 
(&- E)(n-7 n) 
m(xytiy-x-iy)(x-iy-xotiyw) 
z[-(x-x,)- i (y- y(x- x) - i (у– у) 
. = — (х — х0) + (3 — yo) 1 
(Е — по (&- 
= (х +1у- Xi +ТУо) (Хо tiyo— x iy) 
= (= xo) + í (У + уо) (x— x) +i(y + ya)3 


(Ë - тм) (En) 


183 


= 一 [(x – xo)! + (У y)? 

(Е-П)2= (217)2= — 4y2 
则 К-а 

PT (В, В, 1, 
其 中 ， 

7 一 (X 一 %o) (уу, га? = (X-X) +(y+y0):, (3.11) 
КФМ ій, тр | 

нФЕ(В, 8,1, 23 
关于 两 点 M (x ，? ) 和 Mu(xo，yo) 都 满足 方程 (3.3) 。 

根据 这 一 事实 ， 如 求 方程 (3.3) ВИРУ (x, Уух, Yo) 
srep (È) BW co) teft, Jeho =, RW (о) 

ri Ti 


=). (3.11) 


应 满足 超 几 何方 程 。 效 验证 如 下 ; 
-205-30 20(5-30, 


r? ri 
а, 2 — Yo) _ 273(У + ya) 
Ћи 3 " , 
ri г: 
га B(X = x)? 2r? 872 (x — х)? 
se^ r а au d 
ry ry тү T; 
а, –_2 _В(У- y) 2r? 87 (У + уа), 


ту г ré ru? 
M {Ба —2B(x – x,)r,7*87*, 
1 2D) = —2B(Y + у), 28-1, 
r (28). = – 20r, "83 + ABB +1) (х x) *r,7 1875, 
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(ri"sp)w= – 2Br “383 + 4В(В +1) (У + у 8717184, 

Ка = гл 8W'(a)2a,-2pr,787* (x – м) (о), 

W, = па ВИ" (о) +r, BW! (o)o, —- 4Br "8-1 
x (x —x)W'(o)o,+4B(B + 1)r i '87%(% – xo)? 
xW(o)-2Br i BW (o), 

Wy=r BW (0)0,- авг, -38-3 (y +у И (o), 

Wy zr, 8W"(o)o,*- r,7?*Boy,- 4Br BY + y) 
x 王 4/(a)oy+4B(B  1)r,7187* (Y «уд (о) 
- 2Br,*8-*W (o), 

ШЖ (3.3) , ШИ СОВЈЕТ FADE 
4B 


(ou eo WC) tonat ow e Bo, В. 
1 


XLX- xot (у = уда, | W'(o)+ 35 
1 


x(- 14. (В t5 =®ө* ОС +y. 
ri ин 


-BY+Y Yo) = 0 
5 . 


将 各 项 的 系数 算出 (注意 ri* ~-r?= 47yo) 


Порно = (CORTO eal aa 1_ 

4 . Ti ri 
Crê CY — yo - r*CY + У) 2 
= 09-х)? (r-ri)? 1 
гү r 


| X Cr? (у- уд -ri (У – уд) – 2y rt32 
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= (ria 一 r2) 2 一 Ays(y- yor? 2 - rt) у бут“ 


ЫН rs ry 
ï 2 1,2 2,2 
= L (r fo rt)? 47057 (ri r um ive 


г: r fi 


= Дуга 


r,’ 
5 r?(r,?=r?)? 
47: бу? 
_ 1 ri Oy 
\ = (X: zr) 
= 961 ~ о): 
4y? 5 
2 2 
gato o oo I Eo Cr хо (у y09 
т TiS ri fi 


по I ыл 
Рај Ру 


("+ 2yyo-2y 


Ar! _ 8 (а, тг - 5 
+ 一 -一 -人 (~ 十 一 -一 一 一 -2 
т: Fae а 2 У. 


1 


4 Q4 A tyran | 1696 

ri ri* ri 

= 16у, = (1 _ јун о)? 

= а X d^ ^ E 2 € 
ALTI У 


4 


Во, = 4B cy - y - S (y + уо)2 
y УП 


= B, 1-0) Ве (1 +o) 
Ti УГ: * 
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„Ва -о-В (1+0)(1- 0) 
ғу? у? 


+ (У -y99, 


4B 
r? 


-=$ GP - =>) 
oo] 


1 ( Ei уз 
十 一 一 一 一 
ni G*- y» rs 


88 | r? r pta ЗУУ• . Aye || 
Yo "E "E 


KE, би (о) 的 系数 为 
ix a-erBü-o-B0690 


„17961-(1+28) о), 


у? 


而 且 不 难看 出 ， 丈 Со 的 系数 应 为 
238 ВВ+, 12-48? _ 4B’yyo - _ 2 = (1-0). 
2 


та n у?гь? 


因此 ， 丈 满足 如 下 方程 


二 (ed oW 420 W! - ВИ} = 0. 
(8.12) 

这 就 是 a = 6 = В, c= 工 的 超 几何 方程 ， ARF, В, |, 
о). 

现在 ， 我 们 已 不 难得 出 方程 Gam 的 以 及- 函数 3.1) 的 
对 数 部 分 系数 的 特 解 。 事 实 上 ， 对 于 超 几何 方程 (3.12》， 由 于 
c = 1， 与 超 几何 函数 严 (B, B,，1 ，a ) 相 对 应 的 另 一 独立 解 是 

(B, B, 1, 0 
= ЕВ, В, 1, о) ас 


S [Bn _Г/ (1+л) ] (В) 
+52 n 
2 Бети rara je 


(3.13) 


щМ>»М„&, 020, 4(B, В, 1, о) ДУЖАН. MIR 
上 因子 (2y) Pri Bi, AFO, ЖЕЗЛ (3.10). 
关于 (xo，yo) 满 足 6.3). 因此 就 是 基本 解 。 

以 上 方法 是 Tvicomicl53 首 先 提出 的 ， 但 他 未 能 求 出 基本 解 的 
具体 表达 式 , 而 是 后 来 由 己 . Holmgrent49, Ф.И.Франкль(5033: 
ЭМ. - ` 

2。 直 接 由 超 几何 方程 求 基本 解 

既然 我 们 已 经 导出 WW (o ) 满 足 的 超 几何 方程 (8.12), TA 
考虑 由 它 的 特 解 来 构造 基本 解 。 

方程 312 Жао = 1 附近 有 两 个 独立 的 解 

FB, B, 28, 1-0), 

-0)!78F(1- B, 1- В,2- 2B, 1- o), 

由 于 三 个 参数 之 间 有 关系 
c-a-b=2B-B-B=(2-2B)- (1- В) – а-В)=0. 
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所 以 在 o = 0 附近 有 
ЕС, В, 28, 1-0) 


u _ TP _ гов) 
= FG, Bas (= реву "psp; 


S o (EB п) _ Г’ (1+7) ] CDs св (3,14) 
ха (Р i ‹ 


НЁ, ШЕР - В, 1-8, 2-28, 1- ac) 也 有 类 
MEXER, EA 1 - o = 477°, шүр 


r 


4 


; һу", ФЕ(В, В, 2B, 25.) = а, бн Уз Xo y», 
1 


(8.15) 
n 1- 8,1-8, 2-28, 4918) 


=4;(Х, У; Xo У). 
作为 基本 解 ， 其 中 1，, :为 常数 , 待 以 后 确定 。 由 关系 式 (3.14) 
不 难看 出 基本 解 (3.15〉 与 (3.13) 的 关系 。 事实 上 ， 一 般 而 
言 ， 成 立 着 等 式 
_ _Г(а)Г(%) EE an 

F(a, b, 1, с) = Таж). Е (а,Ь, а+ь,1-0) 
因此 ， 这 两 种 形式 的 基本 解 ， 实 质 上 是 完全 一 样 的 ， 只 不 过 选用 
(3.15) ， 表 成 通常 的 超 几 何 函 数 形式 ， 使 用 更 方便 些 。 

(3.15) ЖСеПегѕіейі, 1/55 Карои, М. М. Смцриов&& 
人 所 采用 的 。 | 

5. 由 超 几何 函数 特 解 出 发 ， 利 用 变换 群 导出 基本 解 
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Germain 和 Bader 仿 照 双 曲 型 的 EPD 方程 ， 由 超 几何 特 解 出 
发 ， 利 用 分 式 线性 变换 导出 尺 - 函 数 的 方法 ， 由 特 解 [1 一 3] 中 
导出 基本 解 。 

对 方程 〈3.3) 的 特 解 [3] 

-в-"2 (5+В 1-5-8 ri 

УВ FT А ин 1+$, =) 
жшт, DLAC P, ОЖ, ЦООР AREEN ЁО 
后 再 沿 轴线 x = 0 作对 称 变换 。 这 个 变换 用 解析 式 子 写 出 来 就 是 

六 = V ER) +y, raz (x + R) T y! 
或 

y =R, мера 

ТА 


ЛЕЗ 
24 


， 然 后 对 y 轴 进 行 对 称 变换 
х’=- ag ER R 
"EP! 
dod) 2R?) 


- R? 


ra? 


R, (r?=x?+y?), 
E 
уху у! = 2, [(r? - R2)+ 4y*R23 
ra 
R* 2р2 2р2 2) 2 
tay R? - 2y*Rt+ Rt+4y2R23 
4 


» 
= КЕ унь Rene RH + ay! Ва 4x2 RH 
4 
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R: 3 зу? 2 
а +82): (25Р) 27 


= Rš ерде гай = Ring 
ra r 
其 中 
rgisr'—-2xR4 = (х – р)? + yz, 
2. 
所 以 y 变 为 


r Ён о паб туг? . 
y" гаду ARiy: 
(31 变 为 


y B^ QR) B-ra 
(5-8 1+5-В та тв 
хе(2+1 о лал а). 
特别 取 R*= - y, n 
тайер? = (r?- R3)? L AR? у? = (r? + yè) 2 一 4y2y02 
за! йн Са (у уо) Сх + (y+ уо) 5) 
是 实 的 。 如 再 令 s = 0 ， 则 得 一 个 实 解 如 下 


> 2,2 
ууувЕ(8, 122, 1, cor] (8.16) 


再 利用 Kummer 公式 ， 取 4+ -—' ， 则 有 
Дуж 


аа-а + (yt у: (Ayyo- x* – (y y)? ] 
43yo AYXo 2 


rint 
-ayiy ° 


得 到 如 下 的 解 


y ByeF(B， 1-8, 1, AL 


2 `B BPCO AR 
УУ 


从 而 方程 3.0) 有 关于 变量 


ri 中 F(B， В, 2В, i), 
| 
y! Py Pn к(а В, 1- В, 2-28, 1229). 
4 


对 这 两 个 解 作 平移 变换 , 将 x RAX- xv. МАЊИНУ, 
就 得 到 基本 解 (3.15) 的 表达 式 。 
ik Сегшаш ВааегЖХИЙй (2) 


зәрі +В B-s 1 у? 
eet, 2 ‚+В, >) 


施行 上 述 变换 而 导出 基本 解 (3.160) 的 ， 这 样 做 的 方便 之 处 是 : 
超 几 何 函 数 前 的 因子 中 不 出 现 y。， 事 实 上 ， 解 C2 ] 变 为 


ETAT B+s B-s 1 4y’ R? 
Се с 168. 320) 


Ж=о, К=-уљ WE 
-By- B B 1 - 4y? (и 
rbr 8Е(5, > RA В, 人 


2 D 


而 (3.16) 则 是 上 述 解 关于 变数 为 倒数 的 解 。 
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4. В < нижи 
nS w — eism IEEPDILR 


b 
ES 5 па + 5 u= 0, (8.17) 


讨论 它 的 基本 解 ， 

关于 (3.17) 的 基本 解 ， 目 前 尚未 看 到 有 关 的 资料 。 这 里 ， 
我 们 运用 I 中 的 技巧 , 从 它 所 对 应 的 尺 - 函 数 出 发 ， 寻 求 基本 解 。 
І, ЛЯЖЕ = ху, ñ = x -iy, W (3.17) 变 为 

DS ет "E EE un= 0, (3.17) 
PEAH (3.17) № Р-08 5 

(E-n)? 
(E-n) EEn) 


А У (& – E)(n- w), 
x F(b +ai, b-ai, 1, ап 2 


回 到 变量 x ，y， 则 有 
| ауу» 
СО + уо) — í (x— хо J %[(y + yo) + i (x— хү) 2989 


xF(6+ai, b-ai, 1, = ). (3.18) 
1 


注意 到 
CGr yy – i(&— XJ Hyo) Hil Xo) J 
= re, 7 
其 中 
tg0= 2-5% поро, 
5 Е 2 < 0 < 2 
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利用 超 几何 函数 的 震级 数 展 式 ， 立 刻 可 见 (8.10) 是 实 函数 ， 不 
难 验证 (3.10 Э2РМ(х, VWE (3.17) МАША, ШХ 


FMoto YME (3.17) ,又 由 于 F(b+ai,b-ais 1 2) 
. 1 


关于 M 和 M。 是 对 称 的 ， 故 


: 
rie (bai, 65-4 1, 去) 
1 


‚ 关于 M 满 足 G1). FÆ, HITZE (3.17) 的 具 如 下 形式 
m . 


(х, У) = те И (0), о -(Z). 
ry 


经 过 类 似 I 中 的 计算 和 同样 技巧 可 得 (3.17) 的 两 个 基本 解 为 


91(%, Y3 Хо Уо) 
7 у\-2ъе249 "em "me 
1-6) F(5*ai, b-ai, 2b, 2»), 
š (3.19) 
Us (X, Ухо» Уо) 
= kry yo! Ptr, -25-2 0199 


EIUS И ER 4y ys ` 
x F(1- 6-0 1- bai, 2 2b, оз ). 


下 面 ， 我 们 转 入 讨论 基本 解 (3.15) 的 其 它 性 质 。 首 先 我 们 
要 指出 一 个 重要 事实 ， 基 本 解 (3.15) 就 是 Hadamard 函数 。 事 
实 上 , 方程 E(B，B’) 的 及 -函数 为 
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Hal, Му» по 


. Iu-8, 
горге- TG-29 57 m 


x (&— по) 172806, Е)В-1 (по P^! 


(E - 1)(E n) 
1-В, , ,” ТҮС ҮҮ 
il халаан: (&- ER. 


ЊЕ, пу to To) 
rB) ETE 
Ра ~ 


x фа-вуВан-т"ВЕ (B, B, 28, 


E-n) lEn) 
(&-nə CE -n)/* 


已 知 
E-n-2iy, Ev n = дуо 
(Е по) (Е, - т)=(х+їу-хе+ї уд (ci ya x iy) = - г, 
(Е об. Ayyo 
ЕЛІНЕ nito 
Blk, 22-25 РУ, Наа, Ноја. ни, R 


们 就 可 得 出 当 B > 0 时，q1 和 qs 当 y> 0 时 分 别 满足 条 件 


941 28 

lim (S ~ = а, )= 0 3.20 

| 350 ду y 4) , C ) 

у Л =0, lim (292 2В4,) - 0(1). (3.21) 
wo y> y 

事实 上 ， 


20: = aBkiy ir BF( В, В, 28, 92) 
У Ti 
а (, - 4yy 
et [ове(в, В, 28, 452 
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Ee 0 (у?) 


дах - - 5 = = -2В, 4X» 
з = kayri PE (1- В, 1- В, 2-28, 4339) 


| -2в 2 - - 5, 2, 4yyo y 
+hayyor tB- зе (1- Bs 1- B,2- эВ, 92) 
= +009), 


基本 解 的 另 一 个 重要 性 质 是 下 面 的 定理 。 
定理 1 ”如 果 [ 是 上 半 平 面 y > 0 内 一 条 连续 可 微 的 曲 Ж, 
其 端点 是 x 轴 上 的 两 点 a。，65， 区 城 吃 是 由 和 *% 轴 所 图 成 的 ， 
则 适当 选取 常数 &,， 就 有 


ја Сачда = | (ais Вади -тиду 
1,35(x, у) Єр, 或 x* 轴 上 的 内 点 ， 


> Mx, уд €T, - (8.22) 


0, (х у) € D. 
证 明 ， 首 先 ， 如 果 4 和 v 分 别 是 《3.3) MAESE.) 
的 解 ， 则 由 Green 公式 . 


ff. [°( Иза + Шуу + Ч uy) (ыыы Ha, 


+22 и) аа, -1, = (vus — шы +224 vuy— UUy . 


+ 


= 77 Јахау= INC ер ЛЭЭ 


+ (оца — шьд4»-1,, и e- 2 о Jax- 227) 


= о (фах— шау) = 0, 
НЯ и = 1, WHF (3.10) 在 DD 内 的 任 一 正则 解 v 均 有 


fa В >)ах-йу=о,. 


因此 ， (1) (х, уу) РЎЊ, qD 内 处 处 是 正则 ЈЕ, 
此 外 ， 在 x 轴 上 的 积分 ， 如 设 T 的 两 端点 为 G， 8, Й уул 0 
Hj, № (3.20) 有 У 


[Асил ds= ov- ЗВ )ах=о | 


而 
b 
J, tss = fh Сада Адана = о, 


ATERAT Hx Yo) HDAN, 
[| аса ја: =o 
(2) Xx, уде DB, DL (хо, y) Жим € 为 半径 作 


一 小 加 Ce， 在 也 中 去 掉 此 小 圆 后 的 区 域 记 为 D!， 在 D, 中 gq 是 正 
则 解 ， 应 用 Green 公式 ， 则 有 


Jaa ds+ |! Ага,аз- |, Araids=0, 
此 时 ， 同 样 有 | 
Глхараз=о 
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剩 下 的 仅 需 计算 小 加 Cs 上 的 积分 。 因 为 
2 2- 2 En ду 
акун? (rep(B, B, 28, #92), 


| Чу 
дуул бууд 2 (rsBF( B, В, 28, 5938.) 


故 有 | 
c, A(qOds = fo 4 Qiy 8 Jaz - quad y 


== T qıy- a lcos(n, y) +а1ас05(п, x) | 45 
° 
= -F ryf [6 F( В, B,2B, 42 cos(n, у) 
+22 [rom (в, В,2В, ЗУУ) созк, хэй» 
1 
- кува [rpF(B， 8,28, Зэ) а 
"ас - feos [rmn (В, 8,28, an) oe. 


现在 利用 关系 式 G.10 ， 注 意 п-т, 则 上 式 最 后 
1 1 


一 个 积分 中 的 超 几 何 函数 的 微 商 除了 lr 一 项 外 ， 其 余 的 奇 性 均 


‚ 不 超过 对 数 奇 性 ， 因 此 ， 乘 上 因子 。 后 ， 随 着 e 趋 于 零 而 趋 于 
$. 而 当 e ~ об у-у, гү>2у„» FÈ 


im- fh у®-ё_[„-+ВЕ (В, 8,8, ӨР) 


240 
r-e . 
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_ T св); (35 m r* 2]| 
= rg; lim : = pF(B, B,1, ТӨЛ, гад 


= h LGB 21-1p2r 。 


1544:3) 
因此 ， 取 
= ЕГ В. 
2 rop ' 
M : 


[аса ја: ei. 
(3) (xo yo ЕГ, 但 不 是 工 的 端点 ， у, 0. 
因此 同样 有 C 
faceods= о, 
同样 ， 作 以 (xu，yo) 为 中 心 ，* 为 半径 的 小 加 Ce， 而 有 
| tos. fp Asta Jds= 0. 

其 中 ，T'* 是 [去 挤 被 小 圆 所 截 去 的 那 一 部 分 ， 而 Ce/ 是 Ce WED 
内 的 那 部 分 圆周 。 当 e ~ 0 时 ， 显 然 Ce' 是 小 圆周 的 一 半 ， 因 此 
[eda de= lim Ала, ds= шарын i. 

(4) 最 后 设 (х, уо) Ех Е, Шу = 0， 作 一 直线 y- 


= 8 (8 >> 0 充分 小 ) ， 考虑 区 城 刀 位 于 y = 5 上 面 的 部 分 Ds， 
在 D8 上 应 用 Green 公 式 有 


[у Аба ја:+ | (в8- 28а) de. о. 
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其 中 xj，% 是 曲线 [与 直线 = УМА, ПГ ГР 
ERY = 8 以 上 的 部 分 。 由 于 


-Boan а |,- 4y. 
ay =- пун [rs "ак (B, 8,28, 522) 
= Вуга 19 уд Е(8, B, 28, 29e) - 


* 2k B yr, 7*8 F(B-- 1, B 1,2841, n) 
+ 1 


" (2s e 2yyvQrt yo ] - в, BytPr, авио» 
un тү 


x2 Gt yo F(B, B, 28, У) +2 828 
Ч 1 

xri? Py F(B+1, В+1, 28+1, Aye) 
3 2 


x[(x – х) + Qo y)’ 
因此 ， 当 y。= 0 时 ， 第 二 项 消失 ， 从 而 有 | 


Чу ај з-28,Ву (х – x )t+ y*Y 71, 
У Уо=0 й 


ү в ү 

fes = 4-9), a 

= 一 Ba cs -xo)2+82]-B-1dx 
如 令 x ела HB: = Z, 则 

fo cem pter aa 
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%2 一 X0 


-f 2 a+r) Pdt, 


x- 
因此 ， 分 三 种 情形 。 若 Xo 在 《4a，6) 之 外 ， 则 Xs 一 X06 与 %1 一 Xo 
同 号 ， 于 是 : 
32-Х0 


lim 5 (а + ува = o, 
хї-Хо 
; Боље (а, b), Wx- xo 与 xi- хо, 

жао но 

В 2) E 
-2hBlim | ^ creme dr 
x 

со 
= – 28.8 Tt 1) ва: 
= -4hb Гал TORIO 


= -2k,B J 工 十 三) ви Ка 


Г(1+В) 
r(8 +2) 
= 2 1-2ВГ (28) 
= – ВУ T 一 一 -一 -一 = 一 28 2 Нов. 
ату тасв) 1. 
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上 式 运算 中 ， 已 利用 了 如 下 二 种 变换 : 


ђе, EL 


同时 ， 利 用 了 加 -函数 储 习 公式 
S meon (p) Г(В ++)=-V=r ep. 


如 xo= алое 5， 则 积分 变 为 |- 或 | „ ier i. =й, 


定理 全 部 获 证 ， 

类 似 地 ， 可 以 证 明 下 面 的 定理 2 。 

定理 2 ”如 本 是 上 半 平 面 y》>> 0 内 一 条 连续 可 微 的 曲线 ， 其 
端点 是 x 轴 上 两 点 G，8 。 区 域 万 是 由 和 x 轴 所 围 成 的 ， ЛЕ 
当选 择 常数 Pa， 就 有 


f^ [eads= | (a7 - 2E ous = audy 
| (х,у) 1, (хь yo € D, 
= POS) 当 (xo уд €T, (3.23) 
1(х, У), NX, »9€ D. 


其 中 
#(ж,у)= - [ле L. ds 


= - (а> Р а). ах. 


最 后 ， 我 们 来 研究 B +P i, BD (3.17) 的 基本 解 的 性 质 。 
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首先 注意 到 

21(Х5, 0:Х»» у) = 0, 5>0, уто, 

| ал 25 „ү =0, 6>0, »=0, 
у=0 


ду У 
(3.24) 


2,(%, 03 xo у) = O, <=, 


lim (20.25 , Y о (p, b 1, 
lim (22 y 2 MN 


类 似 于 定理 1 ， 我 们 有 
X35 БГА DOE y 0 内 一 条 连续 可 微 曲线 ， 它 与 
x 轴 的 交点 为 4(o，0)，B(65，0)，a 过 5b5， 则 当 


, Z2 T O+ oD (b= ai) 


: лГ(26) 


时 ， 对 于 点 Mo(xo， yo) 有 
1, ЩМ.ЕБ, 


ЛСЭН 4, МЕГ, yo*0, . (8.25) 
r 


š 0. xM. € D. 
о, D, Гүй хэ 2, № 
fiA даз | (28: х 22.9 )dx- (2. = = v)dy. 


定理 3 证 明 的 主要 步骤 和 技巧 与 定理 1 的 证 明 过 程 完全 类 似 ， 所 
略 有 不 同 的 是 4 ”。 即 MM, 落 在 x 轴 上 的 情形 。 此 时 ，y。= 0， 我 
ПАУ = 5 (5 > 0 充分 小 ) ， 然 后 考虑 Da:T 与 直线 》= $ Br 
围 的 区 域 ， 对 DD3 应 用 Green 公 式 ， 得 到 
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futs onde (28-49 ино. 


其 中 xi，x: 同 定理 1 证 明 中 的 4"。 显 然 有 5 ом, | >f. 
但 是 不 难 算出 


222788, _ оу бу+а(х– хь) 20-12-50 
1y y узо Ly? +(x- х0) 2)5*1 y? 
"E (озу 27 ЭЭ 
LIBLIN x 
Ц " ар tid em dt Gap 
注意 到 
b+at rg b+at uy 99 -(-9) 
пау s —+ti) а-н) 
š ын ПЕТ 99 atn 
+ gua t aom бе 


WF- HSE, НИ С со, 0) 前 开 的 复 平 面 上 


БИШ, BD; cer, 如果 М.Е (а, b), WTHR S 充分 ЛУ 


使 xzoE (ха, ха), па)» 0 时 ， (3.26) 积分 限 趋 于 -oo 
和 + co。 于 是 ， 把 (3.27) 代入 (3.26) ， 经 过 不 很 困难 的 计算 
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до, _ 
limf” (Z Sn) 
Я -af (3 ai) (фр 7e. @- ур өгвөл 
+ (– уй ®' qa yn 7679-1] + (o ai) [суд 79-90 
x @— yD% (– уй-®-%® qu ур-®т®-1]]ду. 
: (3.28) 
利用 8B- 函数 的 积分 公式 
FÉ (16509150 -27Ө"ӨВ(х--1, y-x- 1), 
LJ 
我 们 有 
(yi) -+ (2 一 y -idy 
• 


2- Та - b-ai) (2b) она 
Га-д-ай 1 


同 理 
fee yocemmos voce may 


22x Tü-b-ai)T (2b) езы -+4- ла, 
Г(1+6 -ай 


因为 


Е;-кы - калы 
РА етт z лог 


= 2cos a(o tai- 1.) азаа (b +ai), 
对 (3.28) 后 两 式 作 类 似 计 算 ， 最 后 得 到 〈3.28) 右 端 等 于 - 1。 


从 而 
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| догь 1, Меса, 5). 


Моб (а, bJ), Поов (3.26) 积分 限 Fj 时 
趋 于 - ce 或 +co， 而 因为 积分 收敛 ， 故 有 


2 
limf А(олја5= 0. 
$—0/ #1 
从 而 有 
004: o 
而 如 Mo= 4 或 Mo= 5， 则 类 似 可 得 
[ ato die 1. 
定理 证 完 。 
定理 4 在 定理 3 的 假设 下 ， 当 
g, = 2 Ta - b- aDP a b+oi) 
ar (2- 2b) 


时 ， 对 Mo(x。，yo) 有 
1-1 (хор У), M.ED, 


A. i (xo Уо), MET, y* O, 


[rna as = E 
2 i (х y), M € D, x, 


`о, X0, <. 
其 中 | 
b 
i (xo Уо) = -f Ze- Po), dx 
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$4. аР Я, Сгееп 


对 于 方程 (3.3)， 仿 照 Laplace 方 程 关于 网 的 定 解 问题 ， 我 
们 首先 讨论 在 半圆 5: х*+ усі, y2 0 上 的 两 个 奇 性 定 解 问 
Ln 


Uga T Муу +2 


В шу= 0, BL 
(a) 


u-o- t (x) 
umt tyy t 28, 820, 


С 
2 P, 
| 


(b) 


ulo= Ф, 


| lim y?By, = у(х), 
5—0 


由 Green 公式 


f orte 


28. 2B 
8,200) акау 


NC (0-28) ау) – v (шах – usd y), 
(3.26) 
Hi (3.26) 可 以 看 出 ， 问 题 Ca) Я СБ) 的 Green RAGAG 
应 分 别 满足 下 列 条 件 : 
1°, ЩСх, У) # (xo, Yo) 时， 关于 (хо, Yo) Ш 
足 原 方程 ， 关于 ( x у) МАЊИ, 
2°. М (х, у) (х, уо), АЯХЖЛАН, 


z£ 2) -u (vastvw 
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3"”、G 满 足 边界 条 件 ，Glo= 0，Gl,-。= 0。 


= 8|,-0, Но(#©_ 28 су. 
5 清 中 边界 条 件 ，Gb= 0, 53(26- 26) =0, : 
MET __28 : 
4s in, (6, У : { 
$ = _ B >т m 7 
imf, (б, У © јах Саду = 1 1 


其 中 Ce 表示 以 (xo yo) 为 中 心 ，* 为 半径 的 圆周 。 
利用 上 池 求 出 的 基本 解 9,，9:， 不 难 求 出 G，G。 主要 是 利 


用 方程 3.3) 存在 变换 群 。 我 们 知道 ， Laplace 方程 关于 圆 的 
Green 函数 是 利用 反 演 变换 得 来 的 ， 而 方程 (3.3) 同样 也 可 进行 


反 演变 换 。 下 面 我 们 具体 求 出 G，G. 
已 知 基本 解 91!，9。 均 分 别 满足 条 件 1 2° 4“。 此 外 ， 


р lim(q1y- 28 а) =, щ 80, 


аађ-о=0, i 
Wit, Agos q: НАС, ©, me | 
循 古典 的 方法 ， 作 反 演 点 ' 


2 » = хоћу, 


p 


Xo 
» y= 
To? 


5) 
С (х, ysXo, yo 
= qi 6 уз Xo» Yo) — го" а; (x, уз Хо, Yo) 
=ky y! Br, 18-Е (- B, 1- В, 2-2B, A) 
Ti 
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Mm ту ТИ "27 


– aye! 7999-5787 F(1- B, 1-В,2-28, 7222), 
ЫН 
(3.27) 


GG, уз Хо yo) 
=q; (X, Уз Хо, уо) – то "Ва (x, уз Хо Yo) А 


= вључ тзв (B, В, 28, 2228.) – в, ут, УВ +8 
1 


x F(B, B, 2B, 322), (3.28 
гр 
其 中 
— 2-28, * (1- В) Tia у? у» 
k; Tap’ 7 (x x) FO t y9*. 


有 了 Green 函数 后 ， 就 可 以 求 出 问题 ( a》 ，《〈6 3》 的 解 的 
表达 式 。 在 半圆 x: 十 y:2< 和 1，y 之 0 中 挖 去 小 图 Ce。， 应 用 Green 


公式 得 
да зносин (0-20 o) ay] 
= v (u dx — изд y). 
在 上 式 中 取 " 是 问题 (a ) R C b) ЮЖ, Ti v Green KAG 
或 G， 并 让 。 ->0， 则 得 
07 | e Gud Саду) + || = (X) 


x(G,- О ч (Xos Уо), 


X 


и (Ху Xo) = f т (=) (<,- 28 с),дах 
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+] $ (Gydx — Саду). (3.29) 


= | P (Gydx -Ged y) - f v (x) y BG), dx 
с -1 


и (xo, Уо) 
或 
1 
и ("o У) = - fc )[y Ва ју. dx 


+| Ф(С„ах- Gad y). (3.30) 
а 
下 面 将 (3.29) , (3.30) 右 端 具体 算出 来 。 由 于 


аш = ба у Pet F(1 B, 1- B, 2-28, 425%) 
Ti 
“Pi ovd а - _ов 4X Yo 
thy 2.|үвэн(1-8,1-8, 2-28, 822) 


所 以 
(esy- Выль a = ов) у Ва o etae 


而 反 演 部 分 则 为 
ha (1— 2B) уж ув Cc хь) * E87, 
于 是 


Ls (=) (в,- E с),. dx 


2 1 т(х)ах _ 2241 
= Ё,(1-2В) {аи Са + у) E 


xf т (х)4х 
SES лд, = , 
-1[(x w) + уво]! "B 


д 28-2 с 2: А Ayo 
d (rome (1- В, 1-8, 2-28, ^) 
= GB- 2n уй К(1- B1-8,2-28, S35) 
1 
1-В, 28-2 p 4y y 
+22 банер (3-8, 2-8, 3-28, 222) 


х 241 = Зою. |, 


rè 

r Ay; 
erm ҮЕ(1-8, 1-8, 2-28, T ) 
= (2B— 2) (rori)2B-4(rozv 十 yo) 


x F(1- В, 1- 8, 2-28, Sn) 1-8 (дуг 


rè 


x Р(2–8,2–8,8–28, um) . Eres 


因为 在 上 半圆 周 上 有 ri = raro Јорга 


= (хх) (У +y), 
所 以 


故 有 
Gylo = kay yt? B2B- 2) (1- тог В- "у 


хР(1- B,1-B,2- 2B，- 人 2 区) 二 payyat-2p(28 一 2 
1 
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~ 


а-тӘгг®-чу.2УУв Б(2-8,2-8,8-28, 422), 
ry fi 


ЖИ ЛИТ BR CS DG RR =< 
СЕ (а, b, с, z2) - CF(a- 1, b, с, 2) +bzF (a +1, 
5+1, с+1, 2)=0, 7 
最 后 得 到 
Gylo= -Rayzyol-2B(1- re) r 28" 


(е-285Е(1-8, 1-8, 2-28, 47%) 
а” 
4y*« Б(2-8,2-8,8-28, 455" 
+a- pn ra 8,2-8,8-28, 27 ) 
= -kyy ВСІ 一 ri)rizp-4(2 一 2B) | 
4 
xF(2-8, 1-8, 2-28, 427). 


类 似 地 有 
[er (a -8, 1-8, 2-28, s) 


= GB- 2r. x) F(1- В,1- B,2-28, 3279) 
` n 


1- P, за- ЕЕ Јуус „Вуув (и хь) 
== тув :F(2 В,2-8,3 ав, 4928) orn И 


一 у. NY 
x [esrottr(1-8. 1-8, 2-28, 2519) 


тү 
= (28-2) (ror 28-4 (hx — хо) 
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x F(1-8, 1-8, 2-8, 592«)- 1— Prio 
1 


x F(2-8, 2-8, з-28, 222») 8x» (39. 
r, ru 
а : 
G, |a h,y 1 Ва — го?) г, 28-4 (08-72) xy 


xF(2 - В, 1- B, 2-28, Sm). 


因此 
1, Ф(С,4х-С,4у)- -[ g (0 ) (G,sin0+ Сасогд)ад 


х 
26.02-28) ува rf, eco 


F(2 -8, 1- B, 2-28, 52) 
N ena sinOd0, 
[C(x— ха) * + (ул уз) В энэн 
这 样 就 得 到 问题 Са) 的 解 的 表达 式 为 


_ _ iagf(! ____ т(х)4х 
и (хе у) = А. (1-28) уь [с 
~ 1 f т(х)ах ) 
(xo2 十 yo) 1-B -1{(х -Xo)2 十 yo02]1-B 


十 R:(2 一 2B)yol-2B(1 -rdf eco 


Е(2-8, 1-8, 2-38, im) 


51040, 


ECX x)! (p+ ya) JR 
(3.31) 
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对 于 问题 ( 6》 类 似 地 可 得 到 


"x 6 v (x)dx : kl 
и (Хо yo) = UNCERT (x+ yv 


xf о Ск) | c» BO- ro) 
70009 — Xo)? + y B 

F(1 +В,В,2В, 45+) 

| OL EMME TE 

Id N 


(3.32) 


根据 Green 函数 的 性 质 ，〈3.31) , (3.32) 满足 方程 是 显 
然 的 。 下 面 我 们 验证 它 满足 边界 条 件 ， 首 先 ， 对 (3.31), ЯЖ- 
当 y。~0 时 的 情形 ， 在 〈3.31) 中 ， 对 右 端 第 一 项 ， 令 %* = x, + 
Yot, 得 到 

1-х0 
25 1-28f yo т(хо+ yo) y dt 
hiis AD ij M Уу! 28(1-4-12)178 


Уо 


1- хо 
=k а- 28) [ У Go yot) aq, 
48-29) ал ачлтур 
дси 


令 yo 广 0 得 


ва = те] Q4 0)87dt 


=h(1-2D (о | as oborta 
= њи 28) сто) | (1 = Бр vai 
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=k 01-280 а( == B): G) 


r(r- в) 
zk,(1-20) тару" (хо) 


r(3)ra -28v32* 


=k,(1 - 28) астау" (xa) 
ЈЕ. 2 
= IDE. Со) = z (xO), 


对 (3.10) 右 端 第 二 项 ， 令 x = оу WE 
1-2B 1 т(х)ах 

ВЕСОВ t ш 
š a Er 一 Xo)2+yo2]-B 
=k,(1 -2B) yo-2B(xo2 十 ye2)8-1 

1-x*» PAN 

Um т (ауу ар, 

21:39 y ова e) UP 

Ус 


因为 当 yo>0 时 ， x 而 |xo| < 1, 所 以 上 式 积分 的 上 下 限 
0 4 


х 


同时 趋 于 + БЭРТ 
y,7B (1 т(х)4х 

(хо? у?) 158, -1{(х — жо) У 1-В 

(3.31) 式 右 端 第 三 项 ， 由 于 假定 1 - 2B 之 0， 所 以 当 ye-0 时 


它 趋 于 零 。 这 样 就 验证 了 条 件 
u k- = т (5), 


lim k, (1— 28) 
5—0 
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对 于 问题 (6 ) № (3.32) 的 第 一 项 对 y。 微 商 得 


3 о @ dx 
аввэч| , [(х- х) 2+ услВ"! 


1-xo 


> 
= 28 yt [7 v (%+ у) ар, 
У 


сав 


li зв д -k 1 v(x)dx 

ээд TA Ч Hx it DH 
= 20) аи ва! 

` 22BR (хо Ts Chant 


=2Bh (хо) в(2, ++ 8) . 


r(Z)r (++ 8) 


LET IM га В ~ 
Iele auai 
г. г-(2)1 (1+282"'8 
= 2Bhkivxo) ГҮ | 
ши sya TODE =v (x), 
不 难 验 证 ， 第 二 、 三 项 对 y。 微 商 ， 然 后 乘 以 yezp， 当 yo>(0 时 ， 
BFF. 


再 验证 表达 式 (3.31), 34 (xo уд ов BF ARE 
p (9)。 8%, (3.31) 的 前 两 项 和 ， М (х, уо) он], ЮМ 
于 零 。 其 次 ， 由 定理 1 
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Е(2-8,1-8,2-28, 2226) 


(Gc - x9 + (у + уо) P 


В, (27 28) y, 171807 те) 


х 511040 = 1 
考虑 C 上 一 固定 AN, A Æe > 0 后 ， Я о»О, 使 得 
[0 -9,|« ò Bf 5 


|е (0)- p ODIE, 
此 外 ， 当 ro 1 而 | 9 —-9,]2 5 8j, (3.33) ОВАА F RR 
数 有 界 ， 但 1 一 0， 因此 ， 如 记 * 
F(2-8,1-8,2-28, 1229) 


(x хо) + (у + уд 132 В 


ka(2— 28) уз! Ва – ro) 
xsing= А (xo У» 0). 
则 有 


9-5 Е 
其 中 M -тах2 01, TJ 


lu (o уд - ® GI e f. 


900-09) 


(95| 


х klxo, Yos @)40+\, „| 


9002-9090] 


х h(xo Yos 6›аб< 5+ == 


• 


= 
2 
(3.31) 满足 边界 条 件 得 证 。 
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Ж (3,32) 可 类 似 地 进行 讨论 ， 
.利用 基本 解 9:、4: 还 不 难 解决 半 平 面 的 奇 性 Dirihlet 问题 和 
青 性 Neumann 问 题 。 事 实 上 ， 基 本 解 a 就 是 半 平 面 上 的 坷 性 问 
Bi. 
usa иу +28 
о} У 
иђао=7 (w), – оо<х «+оо, 


的 Green 函 数 。 因 为 已 知 9:b-。= 0 ， 类 似 前 面 的 计算 不 难得 出 
15] 3E CD) BRE 9 3835 Ы 


и(жь, у) “Їйл 217 = -dx 


Uy= 0, 6<> 


= - гр (7 т(х)ах 
Tha ye | — m^ 


А (3.34) 

Sc ERAR, BU (3.34) ахї — сох. ВИЛЕМ 函数 
-u (х, у) НИ, НЩу,> 0, 

и (о, уо) т бо), + 

X =хо+ yel, 

MW (3.34) ЖЖ 1 

иб; yo ва = 28) Por Gs y ажгэвна, 
{ 8.35) 
因为 
ва-В) |" aereas 1, 
Hi (3.85) 得 到 


218 


[u (xa Уй тах т (хо)| = 


即 w(x ，y) 在 上 于 平面 》 > 0 WS 
其 次 ， 由 (3.35) 


u(xo, yo) т(х») 
= ња- [^ ise» - + соја - m— 
ШЭТХНЕ й хө, vo 是 有 界 活 数 
Ic Gn yot) = z (xo) сам, 
因此 对 任意 8 > 0 ， 存 在 充分 大 的 正 数 W， 使 得 
ьа-2ам [ 7 ажна, 


kal- 2ву2м |" а+гокча< Z. 


再 由 + 的 连续 性 ， 当 i |< у, ЛУ, МУН 
| (хо yat) - tx] < T 


这 样 


|: (xo, Yo) - 1G) [az 25 1 Ty Yot) 


= т (xo) 


a1 dies a - ви (je f^, 
[oett -reoat at 
«2. l.i. 
3 3 
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HT 的 任意 性 ， 推 出 


limu (xy, Уо) = t(xo). 
yo 


类 似 地 ， 基 本 解 9: 是 半 面 上 的 奇 性 问题 。 
Uga + Uyy + р w= 0, B»0, 
2 


limy?Bu, =и(х), ~ оо< х «oo, 
y 


的 Neumann 函 数 . ЭР, жи (4 - 28 a)- ова. Ж 


У. 
” 似 前 面 的 计算 ， 可 得 问题 CN) 的 表达 式 为 
NI E v(x)dx . 
и (Хо yo) = О о 


= - ву vs? von t DO P) Pdt, 
(3.37) 
i 对 BB 大 B' 的 糖 贺 EPD 方 程 ， 我 们 可 利用 基本 解 v 1 和 vs 提 
类 似 的 半 平 面 上 的 奇 性 Dirichlet 问 题 和 Neumann 问 题 。 


$5. 广义 辅 对 称 位 势 论 (B 一 调和 ) 


我 们 已 经 知道 ， 方 程 (3.3) 在 2B 为 正 整数 时 ， 可 以 由 2B+2 
维 的 位 势 方程 
гм au _ 


Әх {туд 


关于 后 2B + 1 Ж (ху, хуу +з, хур.) 是 轴 对 称 时 导出 


. 来。 这 就 是 说 ， 如 果 28 + 2 维 的 调和 函数 u (х, хун, хав. 
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对 后 2B +1 个 变数 的 关系 是 只 与 它们 的 平方 和 有 关 的 关系 ， 即 

ибх, мха =и(х, ҮГх(Тээөхх2 В,ү) =и(х, y) 
Жр, у= Ухан хыр, 那么 4 就 满足 方程 (3.3) 。 因 
此 ， 当 为 任意 实数 时 ，( 1 ) 便 是 位 势 方程 的 推广 。 有 人 把 这 个 
方程 的 理论 称 为 广义 轴 对 称 位 势 论 (GASPT) ， 它 的 解 称 为 B- 
调和 函数 从 这 种 Ж 点 出 发 研究 方程 3.3) 是 国外 A。Weins- 
tein 学 派 的 工作 。 

1. 基 本 解 和 加 环 位 势 


Tricomi 在 研究 B = 二 的 方程 ( 1》 时 曾 发 现 ， 当 奇 点 是 
轴 上 一 点 《x,，0 ) M, (3.3) 的 基本 解 是 = 


1 
(x x) yh 3°. 


BAR, ПЕНИ ВИН 
Зои хи) un 
4-1 

(HEU. QUE, NGA (хо, y) 不 在 x 轴 上 时 ， 情况 则 没有 


这 么 简单 ，Tricomi 没 有 求 出 这 个 基本 解 。 
为 了 直观 起 见 ， 我 们 就 以 三 维 情形 为 例 说 明 问 题 ， 位 势 方程 


ĝu ,Ou , д?и _ 
зэл t'a ду = 0. (3.38) 
LLE POI CDD s СКОВАО, ЭГ 


2 2 NR 
E х + =0, Y Vx x, (3.39) 


8 (3.39) 的 解 代 表 了 《3.38) 在 三 维 空间 中 关于 x 轴 的 子午 


221 


面 ( 即 过 x 轴 的 截面 ) 上 的 解 。 按 对 称 意义 ， 以 这 个 子午 面 绕 X 
轴 旋 转 而 形成 的 旋转 体 上 4 的 值 与 子午 面 上 и 的 值 相同 。 对 于 方 
程 (3.39) 来 讲 ， 对 称 轴 上 的 点 和 原来 调和 函数 空间 的 点 是 一 一 
对 应 的 。 但 不 在 对 称 轴 上 的 点 ， 人 情况 就 不 同 了 。 方 程 (3.39) 的 
СА (хо, уо) 对 应 于 调和 函数 空间 中 的 一 个 圆 环 一 一 -圆心 在 
. SAERX PBA yoa Vx 十 x%,*?。 从 而 基本 解 不 再 是 点 
源 位 势 ， 而 是 圆 环 位 势 了 。 因此， 方程 (3.39) 的 基本 解 应 是 位 
势 方程 的 基本 解 的 积分 . 
将 (3.38) 的 点 源 位 势 写 为 
1 


v (x- Xo) 7 十 (x, ECL Tx ха)? 


|= 


= [(x<— x) xo Hx + xx 72x1X1 一 2xaxie1 * 
= ((x— ху? + y) -2y у, (с090 cost, + sind sini 3 * 
= {(х- хо)? + y2+ ys! — 2y yscosa] d (3.40) 


ЗЭВ, cost sch ба фе, eos 6, 2и, sind, = 28, a 是 向 
LI LJ 


ЊУ уус. ХЕШУ = yo 产生 的 势 应 为 《3.40) 
对 0。 从 о 到 2x 积 分 。 由 于 对 称 性 ， 只 须 取 0 和 的 积分 即 可 。 N 
此 ， 得 基本 解 为 


Г Cc xa) 1 + yh уда – 2yyacasa] “Edo. 


因为 子午 面 可 任 取 一 个 ， 所 以 可 以 选取 5 = 0， 即 9。= a ， 这 样 
就 得 到 方程 (3.39) 的 基本 解 为 


х ~ -+ 
fee- Xo)? + yê + yè- 2yyocosa] "да, 
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把 这 个 结果 推广 到 高 维 空间 ， 因 "n + m + 工 维 位 势 方程 的 基 
本 解 为 
п+т-1 


sasa asss 
相应 的 有 
n+m-1 


п -— 
(3 eu жо) + уф уд = zy yos? 2. 
i=l 


上 式 乘 上 m + 1 维 球面 上 的 面积 元 素 的 Jacobi 因 子 sin"!yY， 再 对 
Y 积分 ， 则 得 方程 


"n 2 2 
NA ШЕ ди. гар, (3.41) 
ї-18х6) ду? У ду | 
的 基本 解 为 
Г . sin*-1ydy 
Е път, 


L] n 
FR худ + у! y -2yywosy| z 
Ё 


再 用 任意 的 实数 2B 代 替 整 数 m， 则 得 方程 


& 3u , 3u , 2B ди 
„= id Sta. = 0. 3.42) 
i=1 ôx дуї Y ду s 
的 基本 解 为 
о(х, ys Хо» Yo) 
-Ї A WC “їа2871үдү 
of n. po +1 * 
($ ca- Xio) * + у" + yo? — 2y yo cosy ) Be 
> (3.43) 
不 难 验证 (3.43) 的 确 满足 (3.42) 。 由 于 
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Г (xi о) 5108 tydy 
n 
(Бе xg) + yt+ y= -2yyocosy УУЛ” 


LL 


Вита") 
sin2B-1YdY 
X 
pe Xio) + yt + у 2y у cos y 
it 
СЕ 118533) 
xf (xi— хуу) B-t ydy — 
[Ecc + y+ у – w 
-+ 
(У — xocosr)sin!B" tydy 
° [< * ГЭРТ Sa ” Je 
XO Xio) y 十 yo – 2y уосозу 2 
it 
nr -2(84535 


sin2p-1r dr 


mi 


F" п 8+ 
D (xi 一 ха)“ y! + у – 2 у Уосоѕү 
i21 
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ЕСТЬ 


(y — yocosr) 5sin!B7 tydy 
xf. | 


因此 


n" 
ZO n) Ey t yeu 2yyocosy dia 
i 


5 0'v 0%, 2B до 


(1 3x? ду y ду 


= (2B+ 


Л 


-n+ 


п- 1)@B+ n+ 1) 


| У (Х4— Хи)" + (у – yocosr) ВЕС 
151 


+3. 
2 


п+3 


= 
1 (x 7 xo)! + y? + y — 2Y y ocos. ) 8.74 
i=1 


1)(2B+n-1) 
sin*B-!ydy 


M 


= 
(5 (СТЕ xa) + y yè- 2yyocosy | В +2 
1 


n+l 


_ звавеа- 1) 


У 
Cy — yocosr)sinzB-1YdY 


д 


= - (28 


n 
i=1 


ntl 


G худ! + yt + уз 2yyocosy | 8571 


*n-1)0Bc-nc1) 
yo2sin2B-1YdY 


x^" o 5 B+ 
(2 G7 жао) + у! + ya? = 2y yocosy z 
© 


Liu 
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则 


+ 26851 
У 


xf 28 у,созг 51218-1үдү 
(п в + n+1 
[2 (Q7 Xio) * + y* уе? -2уувдовү) 7 772 


„28+ п- 1)у, 


У 
- ОВ + n + 1) yyaosiny • sin*By 
3114 - п+3 
[$ (кі sa)! y+ ум — зо] В +— 
i 


2Bcosrsin!8- 1y 


+ 
"nl 


п 
(5 (а x yt. У? - 2уукозу) 6+— 
{= 


_ 2В+п–1)у 
y 


4 НИ 
| илы Р s 
= 0, 

FPE (3.43) 化 为 超 几 何 函 数 ， 令 

де со, а= АУУБ 1 


" 
> (а = Xio)? + (y+ уд! 
i 


in-L-(1- сан ГУЙН, з 
ма Ти (1 cos <) 2(1-1)^", 
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dY 


4 E 
since а cos =2(1-T) < +, 


ат = ито ат = -(1--* yt < tay. 


再 注意 到 
3 十 yo2 一 2yyocosr = (y 十 yo)2 一 27ye(1 十 cosY) 
= (2 十 yo) 2 一 4yyucos? Z 


= (У +y)? -4yyoT, 


则 得 
Г sin2p-1YdY 
п-1 
[$ eit + yt + ye yos)? * 27” 
i1 
228-1 
Е g п-1 
(È cic sot ono Jt 
m 
1 (1 — +)B-1<B-id< 
х - 
үрэн 4ууот ја «=> 
Ў; xa)? + (y+ у) 
Гл 
7 2-1 agli 
-rd2a TE fia- АЖЭЭ Boz ат 
Yo ы 
ша СВЭ( 2 Ag nl E 477 1,8, 58, 2) 
2 PB 52 3 (в 2 
(3.44) 
又 由 超 几 何 函 数 性 质 有 
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(845545, В, 28, z) 


r оврг(2=") 


"roor(a- ка) 


repr(^ 


T 
r(or(8 ++) 


.5-1, Ў оаа o- уо)? -+ 
(1-2) 2 =|_і=1 š 


> (Xi Xi)? + (у + Уо)? 


因此 ， (3.44) sw [X c mots (у -yo 引 的 


“5 үрд, HEDE (3.42) 的 基本 解 。 
由 《3.44) 还 可 导出 与 《3.42) 相应 的 空间 双 草 型 EPD 方 程 


mau аш 2p , ди 
. - (3.45) 
ici0x,; ду: У ду 


HERR., KEE Æ 3.20 "B. ЛИХУ КУ СКу yg» 
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风 方 程 (3.42) 化 为 方程 (3,45) ， 而 (3.44) 化 为 
sin2p-1YdY 


° n в п-1 
I», -2 (xi 一 Xito) “一 2yyocosy] ta 
i= 


n-1 
-rtBG, (D : re —, 828,2. 
Уу. 2 
(3.46) 
其 中 


2-2 4y v 


n 
ry) D Ga xa) 


2.EPD 方 程 的 Poisson 公 式 
通过 前 一 段 的 讨论 ， 给 我 们 一 种 启示 S n-20 138 
的 位 势 方程 的 结果 转化 为 广义 轴 对 称 位 势 方程 的 结果 ， 只 须 前 n 
个 坐标 不 动 ， 而 将 后 2B +1 个 坐标 化 为 广义 极 坐标 ， 再 让 函数 只 
Би > 有 关 ， 而 与 所 有 的 辐 角 无 关 即 可 ， 现 在 就 按照 这 种 思想 
将 位 势 方程 对 球 边 值 问题 的 Poisson 公 式 推 广 到 广义 轴 对 称 位 势 
Е. i 
为 简单 起 见 ， 还 是 考虑 三 维 的 情形 ， 已 知 此 时 Poisson 公式 
为 
лүл R?-r? 
ист, в, eL ЇЇ 
(Юг? - 2Кгсо5у) 
f (05, Po)sinpo 40, dpo, (3.47) 


其 中 ， 


cosy = со50со50, +sin0sin0,cos(% — фо), 


3. 
2 
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R? + r*-2Rr cosr 

= (x, — X10)? + Gi — X20) + (а — xs) 5 

= (xi — X10) + xs Xa? H Xa? Хо 202 X9 — 2XsXso 

= (Xi 一 Xio0)2 十 72 十 yo2 一 2 y у |cos9cos0, — 2y yesin0sin0, 
= G7 y) + y? + уу! ду у cos (0 一 9o)。 


所 要 求 的 轴 对 称 解 应 与 9 无 关 ， 可 取 0 = 0， 
而 得 | 
и (ху TVWxX22 十 xs )= и (хр У) 

-— Е CR? — г?) f (o sinpod9, do, 


417 


0 3 
Сбх X10) + у + уо – 20050,12 


1 (5, "EL 
„| се =) дзіра [7 Cors = mot у*+ ya 
Ax Jo [] 


3: 
= 2 у уссовдој 2 dgudq。 


171 
: в(>, B 
=— qe-r) 
2x : 
3 1 Ayo 
Е(3, 4,1, LÁ 
к \2 2 (ху- Xi) + Су+ уу)? : 
xÍ. “лт fno T 12. ogo)singod po. 
Соха х) + (у # yo 
| (3.48) 


gg (2, 2.) и конные 
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Чит, Uyy +w" 0， 


Ч|хї+уї=ї= f (9), 
Ima у)= 0(D。 
的 解 。 | 

推广 到 一 般 的 B， 得 到 椭 回 型 EPD 方 程 的 半圆 的 Dirichlet 问 
题 的 解 为 : 

Q EPUPMBO) T да 

e» aay TT 
зо. 45) 
(x- x)* 4 Go y)? 
Сос xa) + (у + уо) 28"! 


qu В, 2B, 


х f Фо) ѕіп8ф,афь, 8250, (3.49) 
公式 (3.49) 就 称 为 EPD 方 程 


Изо + Чуу t 


e uy = 0 


的 Poisson 积 分 。 而 


4yyo 
К° - ғ? , В, 28, —— > 
decr »F(i*B, B, 28 (= xo) + (у + yo)? 


Сбх хо) (у + y) 08! 


称 为 “Poisson 核 ”。 š 
5, 超 球 多 项 式 和 8 -调和 
FF。Tricomi 在 研究 以 他 的 名 字 命名 的 方程 


ш= 0. (8.50) 


Uga T Чуу + ` : 
Зу 


M, 兽 引 进 了 几 类 特 м, ЖОР, ЖШ” VAt, 8 
=1-! 之 下 ， 求 (3.50) 的 变数 分 离 解 ， 得 到 解 系 


1 2 6 
r"C49 (со50), уЗг"С,8(со50), n= 0, 1, 2, “=, 
(3.51) 


其 中 ，C7(x ) 称 为 超 球 多 项 式 〈 或 Gegenbauer 多 项 式 ) ， 然 而 
Tricomi 只 到 此 为 止 ， 并 没有 把 问题 引 向 深入 。 

现在 来 看 ， 对 于 位 势 方程 而 言 ， 和 (3.51) 相应 的 是 什么 ? 
它 可 以 启发 我 们 考虑 一 些 什么 问题 ? 先 看 二 维 情形 ， 位 势 方 程 在 
极 坐标 系 下 变数 分 离 导 致 解 系 ; 


r"cosn0, r"sinn0, n= 0, +1, t2, +, (8.52) 
对 圆 上 的 Dirichlet 问 题 

u(r, 0)|,-в= f (0), 
其 解 可 表 为 


иб, 0)= а 2 (AncosnÜ + Bnsinn (s. (3.53) 
Anz. A (0 у созлд рад, 


Виа f (8) а плд ад, 
п)-л - 


利用 公式 
cosnÜ ,cosnÜ-F sinnÜ sinnü = cosn(8, — 0 ), 
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Yunos, - = —____-7-____- 
122 ај 1-2rcos(0, -0) +r? ° 


(8.53) 可 以 写 为 封闭 式 
221 х, R?-r?. 
ulr, 0) -4Т2 Фо R: – 2Rrcos(9, — 9) vd 
, (3.53) 

这 就 是 二 维 的 Poisson 公 式 。 

由 此 看 出 ，〈3.51) 和 (3.52) 相当 ， 对 于 (3.50) 应 该 可 
以 运用 解 系 (3.51) 解 边 值 问题 ， 建 立 起 广义 的 “Poisson 公 式 ? 
等 。 但 是 ， 必 须 由 高 维 的 位 势 方程 入 手 。 

三 维 位 势 方程 在 球 极 坐标 下 的 变数 分 离 解 系 是 ， 

DTYQ(O 9), n= 0, 1, 2, += 
其 中 


У, (9, Ф) = x (Атсоѕт0 + Bas sinm0) p (cosp) 
m= 


9, 


称 为 球 ( 面 多 项 式 ， 而 8" 是 Legendre 函 数 。 
对 于 球 上 的 Dirichlet 问 题 
u(r, 0, 9)],-a7 f (0, Ф), 
其 解 可 以 表 为 
u(r, 0, Ф) 
RN 
2 Жо: 


i 2л R?-r? 
(R?+r?-— 2Rrcos r) т 


= 18, Фо) 516.40 „фо. 


(3.54) 
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利用 下 列 求 和 公式 
1-r' 
s 
(г? — 2rcosy+ 1)2 
= Ро(созу) +3r p, (созү) + "+ (21 + Dr" pa (cosy) + +e 


= Ж олж Луг" рд(совү), 
не 


(3.55) 
其 中 pn 是 Legendre 函 数 的 特 款 一 Legendre 多 项 式 ， 它 定义 为 下 
Atk r 展开 的 n ЭРЭ ЖЭ: 
(r2—2rcosy+ 1375 
= bo (cosy) + гр, (cosy) + r^ ра (сову) +., (3.56) 


则 可 将 (3.50 写 为 另 一 形式 


u(r, 0, Ф) 

1 2л(л n oo r 
== f ле» Феу кади DS(E) ntD 
х Рабсозг) 40 афа 


(3-55) 式 的 导出 并 不 困难 ， 将 〈3.56) 两 端 对 r ЖЕЛ, БЭ 
以 2r 而 得 到 等 式 

2rcosr — 2y* 

3 


- Зиг" p, (cosy), 
(r? -2rcosy- 1)? Е 
EA (3:56) 相 加 ， 即 得 (3-55). 
这 里 ， 我 们 感 兴趣 的 是 轴 对 称 情形 。 ТЕ (3:54) +, пут 


6, 无关 ， 则 
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-R i 
u(r, Ф) =£ [рорад 


x ( сля 41-11, аф. 


(R* – 2Rrcosy + г?) 


计算 里 面 对 9。 的 积分 
R (27 R?-r? dà, 
4л Jo > 3 
(R? – 2Rrcosvy +r?) 2 


3 
2 


л 
za S ir: 
E ij. Хол» D (5) "Рисоујадо, 


由 Legendre 多 项 式 的 加 法 公式 
Ра (сову) 


(n- 1)! 


‚ (3-57) 


= Р»(созф) pn (cosq,) +> 2 ы, р (cosg) 


(n+I)1 
x Р (cosq,)cos( 0 -9,). 


两 端 对 0。 积分 而 得 
flore eos а, = 2л рь(созф) pa cos). 


因此 
в íz Р? ү? 
4x Jo 3 
(R? – 2Rrcosy +r?) 2 


ад, 


= 5 n + ЗБ) 9) рь(со5фо). 


(3-58) 
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REA (3:57) 中 得 
u(r, 9) 


=f È (a Dti ems (созро) (9) singa dpa 


; 
Зноу вочна 
当 + = RB EXHDU/ (四) 的 级 数 展开 式 

f (9)= (n &3)p. cose» f FG) posto вири 

n=0 2 0 
它 称 为 Legendre 级 数 ， 记 
137 ; ; 
а= ( п +1), f (Фо) pa (СоѕФ о) ѕіпфоафо› 


则 


(Ф) = >] aspa (cosg), 
"= 


u(r, Ф)= 5а, (Ч Y pacos). 
и Cr，9) 就 是 天 ( 工 , 工 ) 的 解 。 我 们 的 目的 就 是 要 把 以 上 结 
2 2 


果 推 广 到 一 般 的 EPD 方 程 上 去 。 已 知 方程 (3"3) 的 极 坐 标 形式 为 
ти. + (1--28)гиу + ибо + 2Bctg9 • = 0。 
лук, Фи(т, 0)- R(r)9(0), MJ 
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три + (а +28) – п(п +28) Ё-0, 
(3.59) 


9/7 + 2800 • 9 + n (n +2B)9= 0. 


ЛЭЛТ: 


cos = x, № (3-59) 变 为 
(1- x?)8" - (1+28) х @’+ n (n +28)0= 0. 


В = 了 时， 就 这 是 Legendre 方 各 тС (х) = pu, 
和 (3-56) 相对 应 的 有 


(r*- 2705 @+1)-В= $! CB(cost) r^, (3.60) 
n=0 


这 样 一 来 ， 方 程 (3.3) 有 形式 解 


u(r, 0)= Danr"Ch(cos0 ), (3.61) 
n=0 
и(1, 0)= f (0)~ 2 a.C Rost), (3.62) 


函数 系 {CRCcos 6)} 在 区 间 C 0 ，x] 上 关于 测度 sinzp9 dO ca 
的 和 完备 的 ， 因 些 ， 对 (0 DEURES (8 ) 就 有 展开 式 


f (0)= У а, СВ соо, 
n=0 


其 中 


а = 


= Г f (0) СВ cost) 52040 
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„Еј fx) CBOx) (CL -X2)2B-1dx。 
в. 


= ов), Г(в+т) 


1 
pam В %%(1— x?) 28-1ўх = 5 
^ [е (эг OS td EB RITOD 


可 以 证 明 ， 如 果 (3.62) — ОВА № (3.61) ЖЖ — ВИСА 
因而 是 (3.3) 的 精确 解 。 

现在 ， 我 们 再 求 (3.61) 的 封闭 形式 。 如 果 它 存在 ， 就 应 是 
前 面 导 出 的 “Poisson 积 分 ”。 将 ov 的 表达 式 代入 (3.61) 中 ， 得 到 


u(r, o= >f e) 1 raCB (cos0,) • C сов0 ) 
п=0/ о Л: 


~ x sin280,d0, = [9206,8 ѕіп280, 48, 


其 中 
b(r, 9,902 > m r” С8(со50,) СВ (cos 0 ), 


n=0 AP 


(3.63) 


称 为 Poisson 核 。 问 题 就 在 于 求 出 它 的 封闭 形式 。 (3.60) 对 > 
ЖЭ, ВЖИ, ， 得 到 


.-B(ri-2750) _ S CB ^ 
(r? - 2rcos 0 十 1)B+1 P Bor 


ЖЕ, (3.60) 乘 以 8 和 上 式 相 加 得 


obere оир 8 ^ 
p GITE CDU 2 B + п)уСп(созд )r", 
. - (3.64) 
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再 引入 超 球 多 项 式 积分 等 式 
1| ссоо cos, + sing 5100, cos 9 5 02971 Фаф 
ло 


= P Сў‹соз 0) СВ (сову, 
则 有 
b(r, 8, 0) 
= 5 1 r^CB (cos0,) СВ (cos 0 ) 
n-0 LH 
= 1 ES n 5 B Я 1 
== У (B+n)r"| Ст (созд cosh, + sin sin8, coso) 
Xn-0 o 
x sin?B- ! dp 
„Ва -r3 
х 
Ї 512871 g dg 
° Cr? — 2r (cos0 соѕ0 , +in0 sin0, созф) +13J8* 1° 
(3.65) 
这 样 一 来 ， 我 们 有 
u(r, 0) 


= | Pe, 9, боудовш, 48, 


d "f f (0,)sin*B0,sin*B-!g0, dq 
л JoJo[r* — 2r (cosh cosh, --5ш05110,со5ф)-411871 ^ 


.这 就 是 方程 3.3) 的 Poisson 积 分 。 而 核 (3.65) 还 可 化 为 超 几 
何 函数 ， 实 际 上 


Ф(т, 0, 6» 
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В(1 ze sintf-! o do 
- я m Jo(r?- 27 (соѕдсоѕ0 , +sinÜBsinÜ,cosq) + 1)8*! 


-BU xr sin!B-! g dg 3 
т °{(х-х„)®*+у*+ у®—2уу,созфДВ?*! 


= 2-В (1 — r) В ГеВ) — у 
а (РІ, В, 28, 2), 


在 结束 本 章 时 ， 我 们 要 指出 ， 由 解 系 "СВ соз) 得 到 的 解 ， 


实质 上 对 应 于 椭 贺 EPD 方程 的 正则 解 ， 即 与 问题 (6) 相应 的 如 
下 问题 的 解 ， 


28 
Uga T yy + 
"a УУ У 


u= 0, В>0, 


ToS 700), (3.66) 
lim y?^u,- 0, 
y 


. 车 由 另 一 解 系 y!-*?r"C4-P (со) НА, 我 们 可 得 与 问题 
Ca) 相应 的 如 下 问题 的 解 ， 


иза + Чуу + m u= 0, 8 
ијхгљуг= ка = f (0), (3.67) 
uly=0 = 0, 

事实 上 ， 由 
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| ки 


ES 
u(r, 0)- Dany Br" сү? (со50) 
na 


= Zen 1-:8C1-8 (cos0)sin!-* 9, 
BUS 
uv(R, 0)= f (0 у~ 57 а,СУ8 (с0$@) 51-28, 
5 n=0 
diu cuan. aa Spa навике AN 


F sac. P cosb) CP ссогбуяа * "Page 


“Ї, f (0) Ci; (cost) sin0 40, 
0 


AH HIT C (соѕ0) 关于 sin2- ?pb 为 测度 的 积分 正 交 ， 故 有 


局 -Ba = f f (0) Cü-B(cos0)sin0 480, 
0 
其 中 
ha-B= 人 ci-acoso 25112-28. d0, 
0 


-于 是 


u(r, 0)= > RS) 1 [76 )C-Ë (cos0,)sin0, СЕВ 
x (cos0) sin! -*B 0 GC 1-380, 


= упав (100 bcr, 9, бонд, do, 


(3-68) 
其 中 
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+ 1 


plr, 0, до= > Cà? (cost) 478 


n=0 в! В 
9,2 (7) $ 
x (cos 2165) : (8-69) 
为 简化 运算 起 见 ， 令 中 = 1 。 利 用 类 似 于 前 面 的 方法 ， 可 得 
1-2 


az BT esa Di 


со 
т Dnt1- B) Ci P (cos r^, 
n= 
又 由 
1(“,д1-8 шал Я 
E C A-B (созд cos, + 5110 sin, совф)8 172 Bo dq 
D 


^ 


1 -B 
= meari гн Ханийн C4- (cos0,). 


得 到 


plr, 0, 0.) = 2) r сь? (со50) С: (совдруг“ 
PTE SU n 


со 1 л 
= У (п+1- В џем] C.) B (созд со50, + 5110 $10 созфу 
n=0 то 


хзіп1-28фіф= 17 В 1 -r?) 
л 


ЈЕ sin1-2pq аф 
о [r? — 2r (cosh со5д + 5110 5110, cosq) + 12-8” 


于 是 
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u(r, 0) = ува - В) (1-2) 
л 


х f (9,)sin0, sin!" *PBod0, аф 
oJ о Cr? — 2r (cos0 cos, + 5110 5410, созф) + 132 "B ° 


TUB 


[ * sin!- зар | 
D m — 2r (с050 соѕ0 , + 51105119. со$ф) + 13: "B 


„ЈУ ѕіп!-2Во dp _ 
° C(x— x)! + уз + yr —2yyocosp] "B 


2 Г (1-8) -B 
3 Е 
TG-25 GY (2-В, 1-8, 2-28, 2). 


最 后 得 到 


u(r, Deam 1418 (1- Ва 579, 1-28 
Гє-28) 


2 \2-B : 
|| F(2-B, 1-8, 2-2B, z)sin0 f (0 )d9 


注意 到 (3-31) 中 ,的 值 ， 立 刻 可 见 ， 它 正 是 类 似 于 问题 
(а) 中 +t = 0 的 解 ((9) 是 半圆 ， 这 里 是 圆周 ) 。 
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第 四 章 ”EPD 方 程 的 推广 


EPD 方 程 有 很 多 推广 ， 本 章 选 取 四 个 典型 方程 ， 奇 性 抛物 方 
程 ， 多 条 奇 线 的 方程 ， 奇 线 是 一 条 特征 线 的 方程 以 及 高 维 空间 的 
EPD 方 程 。 前 三 者 不 是 EPD 方 程 ， 但 又 和 EPD 方程 有 许多 类 {И 
zb. | 


$1. 奇 性 抛物 方程 
本 节 考虑 含 两 个 自 变量 〈x ， í) 的 奇 性 抛物 方程 
щ= Xtina + Ви, B 为 实数 ， ал) 


SHE UD 有 关 的 ， 被 研究 得 较 多 的 方程 是 下 面 两 个 奇 性 31 
物 方程 


Us= uso t = un，. 为 实数 ， (4.2) 


Mae X? u= 0 ， 户 为 实数 。 (4.3) 
1975 年 以 后 ，O。Arena[100，101] 研 究 了 a> mi 方程 
(4,2)， 借 助 于 Hankel 变 换 ， 用 分 离 变量 法 求 出 基本 解 ， 并 用 现 
代 方 法 讨论 了 上 述 方程 在 二 平面 (х»0, t>0) 上 初 值 问题 


u(x, 0)2 Ф(х), 0«x «eo, 
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以 后 ， 又 研究 了 B = 0 时 的 (4.1) , ЖАРРИХ, (<> 
0) 上 的 边 值 问 题 : 
u(0, +)=4(1), -ooct «oo, 


和 在 二 平面 9, 上 的 初 一 一 边 值 问题 ， 


u(0, #)= 0, 021 Со, 

u(x, 0)= h(X), 0«x«eo, 

19704g, D. Colton (69) 研究 了 (4.2) ' 在 条 形 区 城 0 < t 
<fto，- co<x «оо Е ЙУСаисву  , 

u(x, 0)=9(х), -co« x «оо, 


ЯНА ЖТ, ЧЕ Т 20-1, -2, -3, =H 
9(x) 是 x 的 偶 函 数 时 ， 上 述 问题 存在 唯一 解 。 

19754Æ, C. A. Tersenov (102, 1031 用 古典 方法 研究 了 更 
一 般 的 方程 

u= (Yuyy + Buy)Sgny+ L (и), 
其 中 Ги) 是 R" 中 某 区 域 上 的 严格 椭圆 算 子 ， 此 外 , М. Сеугеу 
(1043, C. D. Pagani [105] 也 研究 过 类 似 的 奇 性 抛物 方程 。 所 
有 这 些 研究 中 ， 基 本 解 对 方程 的 都 起 着 很 重要 的 作用 。 

ж, 我 们 利用 前 章 提 到 广义 轴 对 称 位 势 理 论 , 导出 (4.2) 
的 基本 解 ， 接 着 通过 自 变量 代 换 导 出 (4.1) 、〈4.3) 的 基本 解 ， 
最 后 ， 讨 论 (4.20 的 初 值 问题 ， 初 一 一 边 值 问题 和 混合 问题 ,得 
到 了 基本 积分 公式 和 间断 公式 ， 

1. 基 本 解 

考虑 方程 
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2 2. 
ди диди G.D 
0t Әх? ах»? 


在 极 坐 标 x; = r cosh, х,= rsinÜ F, (4.4) 化 为 


ди _ ди, 1 ди 1 Ow 
-一 = 一 十 一 十 а 4.5) 
0t әт? r дг r? 20 ‹ 


因此 ， (4.4) 的 以 t 轴 为 对 称 轴 的 轴 对 称 解 4 (1, V0 хү) 


满足 方程 : 
-Qu 2 д*и ou. r =VxË+x⁄, (4.6) 
Ot а? r дг 

众所周知 ，(4.4) 的 基本 解 是 


и (xi, Xs t35 ба T) 


Ре. Оа) + (xa = EDT 
55 E 106575) ја (4.7) 


将 上 式 写成 极 坐标 形式 ， 得 到 
u(r, Ёр ro, та V) 


aol Lori ri 2rrocosy 
-Qied Ta > Ту 5 (4.8) 
Др, x= rcos0, х,= rsin0, Е,= гс050,, E,-r,sinü,, У 
是 向 径 т 与 ro 之 间 的 夹 角 ， 即 Y = 0 -9o， 将 (4.8) 对 v 由 0 到 
2r 积 分， 再 注意 到 对 称 性 ， 有 


Г(г, Ето» т) 


2-3 -ЇГ _ T? +r? 2rrocosy 
ju. exp{ UG ex) ји. (4.9) 
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KERE, Г(г, tiro T)ÆF (r,t) 满足 (4.6), Ша 
НЕ (4.2) (х= ғ), 关于 Co т) 满足 如 下 方程 


ди ди 24. ди 
= = 二 4.10 
әт ә: Е ЗИ MM 
1 
а == 
其 中 2 


将 以 上 结果 推广 到 高 维 空间 ， 由 m 十 1 维 热传导 方程 基本 解 


m+1 
二 
1=1 


mei 


(ф-т) 2 


出 发 ， 相 应 地 有 


exp{ – (r2 十 ro2 一 27rrocosvV) /4( - о) 


mei 


(ф-т) 3 


上 式 乘 以 m 维 超 球面 面积 元 的 Jacobi 因 子 sin"! v, Жуто Sj х 
积分 ， 得 到 


Ter, уто 1) 

— -fe -tr arrocosy | m-1vd 
mesi | 4(1-1) in "dw, 

(1-1) * 


(4.11) 


ЖШ, (4.11) 关于 Cr, t) 满足 a = 二 时 的 (4.2), XT 
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Co т) а == (140), та 2a (а> 
1 
1), мж, 


命题 1 их 
u(x, t E, т) 


- 1 Teo SEPT 51128 -10 20, 
(®-т)° i 


(4.12) 
关于 (x, t) 满足 (4.2), XT (E, т) 满足 (4.10. 
“++ 

ди _ [" [х2+ Е*- 2xËcos0 | 
um af cen] 


4U- jv 


иена 51129-10 40, 
4(+— x) 


ди _ (" x- Есо5д x*4- E* — 2x Ecos 
ax. на Сл 4(#-т) } 


x 51129-10 40, 


Ou - (<= Ёсов0) = 1 ] 
дх? A(t — tT) X -a)937i 


xexp[- (x*4-E* - 2x&£cos0) /4( t — т) Jsinte-te d0, 


ди _ Ou 2a ди 
Ий; Of ах? х вх 
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Etsin! 0 203со50 
= x ) 


x exp[ - АЕ 2xEcos 0 1sinza-l8 d8 
4(t-*1) 


一 一 -一 1 . Ë _4 [sinza 
СЕ тува |, 46 (= ? 


x*--E* - 2xEcos 0 _ 
xexp[- ti еее ар 0. 
一 结论 ， 类 似 可 验证 。 不 难 验证 下 面 的 命题 : 
命题 2 ММУСЕ, <) 是 方程 (4.10) 的 解 ， 则 W = 89 
V (E, DRE (4.2) ЛЯ 


__ди _ ди 2a ди , 2a 


ar ob £ ob OEC M 
由 上 述 两 个 命题 ， 立 即 可 得 : 
推论 函数 


Г,(х, ын т) 


= -人 ef- прев sint? -1040, 
& ++ 4(t- 1) 
(8-1) 


(4.14) 


ЖЗ (x, t) 满足 方程 (4.2) , XT (E, т) 满足 (4.2 
ПОЗЕ ИГЕ (4.13) 。 


最 后 ， 利 用 虚 变 元 Bessel 函 数 的 积分 表达 式 ， 


л 
1,(г)= 5 аа. 49, 
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Ris» 35, WM 4.10 改写 为 


a(t 
Г,(х, 138, т) 
Da 2598 xt 
ыер T 274479, , (a - =>) (4.15) 
2(#-т) БЕЯ ДАХ 
(4.15) 与 [104] 中 的 基本 解 一 致 ， 如 果 再 注意 到 虚 变 元 Besse] 方 
程 的 两 个 解 IT+v(z)， 又 可 得 到 


Talx, ts, т) 


prapt e xt 
EDGE e е qain) (4.16) 


关于 (х, t) Л (4.2), ЖФ (5, 1) ВА (4.13), 
23 (4.2) ща <На, 
#1 著 令 1 =4b x'=x*, (4.2) 变 为 


Ws = x! ал +(а ee. 
这 正 是 4.1) 型 方程 (B = @+4). 将 (4.15), (4.16) фа 


RZAB-L, x 代 之 为 YX кз, 就 得 到 


Talx, 138, т) 
Во. 22 
_ 587 Е) 2 6, 157] (== 
x 8-1 


ft ҮРЭЭ 
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这 正 是 (4.1) 当 B 之 1 和 B<1 时 的 基本 解 。 
p+2 


注 2 #4 и-(2+=) t, хј=х 2 , 则 (4.3) 化 为 (4.2) 


型 方程 
р 
пр susa РЕ це риа. 
х 


由 于 (4.3) ЖИВ, dE (4.14) 、 (4.15) 中 ， 去 МЫ 
pri 


P 
Ба Ре gy EBA OD 2 


得 到 两 个 函数 
Г,(х, 458, т) 


2 
a га» 0327, 


\ 
p+2 
一 一 xD+ 2 十 ED+2 Poe 

_ ____УхБ__ eo ipsDid-D] 1 (248) =) 
(P+2)(t-— +) Пра (p+2)*(t- т) 


т 


Г,(х, 155, 1) 
p+2 


252, авва кина p+2 
= УЕ са 1 о 
(Р-2)(1-1) p+2 \(p+2)? (1-1) !• 
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这 两 个 函数 正 是 4.3) 的 基本 解 ， 与 Gevrey (1042 中 所 用 的 两 
个 函数 一 致 。 

2. 基 本 解 性 质 和 基本 积分 公式 

注意 到 虚 变 元 Bessel 函 数 


2k 


„(хү 1 
ә = (2) Ра 4+1) 
和 渐 近 估计 Г.С) ee (ол) Же”, HESS х 充分 大 时 ， 有 Tv(x) 
«cote, трио <x<1 时 ， 注 意 到 >>- 工 时， 有 


x "туба Ти Се”, 


从 而 只 须 适 当选 取 Cv， 有 


IG) бб te, у>-1, хэд, 


~ 


另 一 方面 ， vYz пи 充分 大 时 ， 用 渐 近 估 计 ， 有 Tv(x) 


Cyxve*， 而 利用 T(x*) 定 义 ， 可 得 对 一 切 x 六 0 ， 又 有 
(я) «Се, хэй, v>, 


ЖОБИЈЕ РГ, (x, t3, ОГ, (х, tfi, 0), 成 立 如 
下 估计 
.e-p? 


a y-a 
CREER Ole Ee " , аж, 
t 
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Fc. Вы OKCE re C «ха, 
УЕ 
х>0, £20, 420, (4.16) 
жуј—Их>0, Е>0, 120, 有 
| _@«-Ю% 
Io, зуй, oue I t s>, 
_-&-b: 
|Г,(х, 155, 0) <C, nE "uc ar 
(4.17) 


定理 1 设 9(x) 在 (0，+co) 上 连续 有 界 ， 则 函数 


«0, 1)= Үүл, ty E, 0)P(E)dE, a>0, 
(4.18) 


ЖАО хоо, t > 0) 上 无 穷 次 可 微 ， 它 的 各 阶 偏 导数 
可 在 积分 号 下 求 导 而 得 到 。 且 在 Q: Е, u(x, 1). 
证 明 Blox) C, 0 <х <оо, H (4.18) 有 
ибх, D= T, РУБ, 0)P(E)dE 


+ ге 1,5, 0)Ф(&)4®& 
=1,+1,, 
Hp (4.17) 的 第 一 式 ， 得 到 


E «-E? 
a y-a 4t 


e dË 


24 
навс) 52 
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<> cfe ME 
ох 

си п.с 
на) 第 三 式 ， 得 到 


_@-Ю®3_. 
4017-5526: 9255 


um pun? 


«c[^ Eit “ 4 


pups? 


= еј! У“ "ieuy 
=СГ(а +1). 


Я, ÆQ Е, | (x, t)|<C, CBS o. 


至 于 (yx，+ ) 的 可 微 性 由 (4.10 中 积分 关于 x， 上 一 至 
收敛 性 可 得 


定理 2 设 中 (x) 在 (0， о) 上 连续 有 界 ， 则 函数 
и(х, = У r.o, #15, 0) P(E)dE, a«l, 
° 2 


(4.19) 


在 Q. 上 无 穷 次 可 微 , 它 的 各 阶 偏 导数 可 在 积分 号 下 求 导 而 得 到 ， 
' НЯЕО, Еи(х, 49-39. 


证 明 Eje (XO C, 0x «co, H (4.19) 有 
254 


s 


ucs, ө fr гө. 11512222 
* 


=21,+1,+1,. 
Bp (4.17) 第 四 式 ， 有 
2 «-р% 
2 Ex1719 т 4: 
ас 55e dt 
* ЖЕ ЫШ 
2 х2-2а 16t 
«cJ уке "а 
Зее < a 
<с (=) е №. 
由 (4.17) 第 二 式 ， 有 
_ @- tb: 
MEO „„-а 
и<с[ =, “а 
3 t 
28-53 
22 1 m 
c| — 45 
Is 
2 
«Cv, 
又 据 (4.17) BAR, HIA 
2-53 
со 1-28 
DNE EDT 


зө 
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uU 
4001-34 ТТ 
o [5/179 e d$ 


«e| 
«cr(?- а), 


АШ, 0,6, | (х, t)|<C e CRSa X, и(х, t) 
可 微 性 由 (4.19) 一 致 收敛 性 可 得 。 

定理 3 设 p (x) 是 [a，4J] 上 的 连续 函数 ， 则 当 (*x, + ) 
沿 整 个 在 + = 关上 方 的 路 线 趋 于 (хо, h) 时 ， 恒 有 


im EED: Ca, trt, НОЕ (м). (4.20) 


Кн, 0cacb«to, а<х,< b, аро, 
证 明 首先， 不 难 通过 积分 变换 ， 得 到 
Ж.Е(х) Са, Ьу, W 


x? 
lim JES, 4 4х 
у а уу 

=Vxw(F(+0)+F(- 0), a<0<b, 


х? 

: M УтЕ(+0), #0= a< 
ва РРС, ase | | 
50а yy VxF(-0), #а<Ь=0, 


Ж (x, t) 沿 上 轴 方 向 趋 近 于 (xo A), ШГ, (х, #55, т) 
的 渐 近 估计 式 和 上 式 ， 有 
lim T.G 25 8, ФСЕ ЧЕ 
Ва 
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КЕ 
= lim Фр) у“ зка е 16-9 


— =у d$ 
а t -h Г 


у? 
b- SUN. EN 
= Жана ° p (x y) (а + y) xt 4@-Ю di 
2 Vx th a- xo УТ А 
= 9 (xo), 


Xx, t) 沿 任何 整个 在 + = h БВВ (o №), 
我 们 有 
2» 
1 [Фо У)(х+ уби“, 44-Ю dy 
2V xe Yt-h 
fom r 
1 (75 eG, “В, 


2Vaz"vt-h 


NEU 
ER [ees Ф Go) je ПИЈЕ 
2Va'** Vt-hex Vt-h 


由 于 考虑 仅 是 (x ，f ) 一 > 0, ПВО BA RITH 
Сх, + ) 限 制 在 (xo。， A) 的 一 个 小 邻 域内 ， 从 而 三 :的 浙 近 估计 
仍 成 立 ， 于 是 上 式 右 端 第 一 式 可 改写 为 


_8-х 

1 Р 

EN eid 
Я ЗУ 


从 而 x 一 >xo，t 一 > а, Ha- x<0<5- x, НЕХ 
以 中 (xo) 为 极限 。 故 只 须 证 明 第 二 式 以 0 为 极限 。 事 实 上 ， 有 
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У 
一 -一人 ф(х+у) Gy) e 515 dy 
aV» Vi-k.x 44-83 


s DERE 
(xo) WE 
其 中 。 是 很 小 的 正 数 。 . i 
| Уа 
x 


ФЬЖ|х-х]<е, [yl<e Eo Gor y) ( 


Ф (хо) 的 上 界 ， 则 有 
| 1 f (eret үө) 
супе Vt-h*x^ УЕ-Е 
у? 


idc 
e 44 La 


上 述 积分 可 任意 小 ， 只 须 取 e ЖУЛ. HERE e 后 , 令 + А 


一 >0， 有 


peat У (EH) x) ә 
; x 44-9) 
lim „== е dy 


а-= Vi- h 
=lim(@ (x) — 9 (40) = 0 


pca + у (253 )-өүхд _ 
25 f x 2 ПИР 


: Vt-h 


类 似 地 ， 有 


理 定 4 设 P(x) 是 [a，464] 上 的 连续 函数 ， 则 当 (%*, t) 


Bt = л БУЗАТ (хо, А), EA 


lime (Ts (я, #15, АЕ Фб), (4.21) 
део Са Сб сео, a«x«b; ex. 


下 面 我 们 导出 基本 积分 公式 ， 设 


LEUE- иза“ 24 
х 


Was 


L*(vJe - v- ust а - 29 
x х 


v, 


设 Q, 区 域 中 ，AB、EF 是 两 条 特征 线 t =a 和 +t =b, AE, 


BF 是 两 段 弧 (图 7) ， 记 为 x =X1(t) 和 x= 义 , (1), ЖЕ 
Са, bJ 内 具有 连续 微 商 ，M 是 上 述 四 条 曲线 所 围 区 域 中 任 一 
点 ，PQ 是 过 M 计 点 的 特征 线 ，DD 是 4BQP 所 围 区 域 ， 沿 呈 相 应 的 
Grveen 公 式 为 


[| (recu -aznco 3] аа 
=f, — (uu) dx+ (- vus vau— эм ун, 
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定理 5 车 4 为 方程 
20 „= f(x, t) 
х 


Us— tisa 


在 Q, 内 的 正则 解 ， 则 当 а> 0 时 ， 
[aui oes 68 od n 


simos s | rim в, nct odis 
и(х,1),4(х, EDI, 
= аба, 0, шо, +) 在 边界 4E 或 BR 上 ， (4.22) 


0, So, сэв, bb. 
其 中 DD 是 4B，EF，AE 和 BF 所 围 区域 
a< Wr, t Ë, ОЖМЖЊАХ, 
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证 明 在 Di 内 任 取 一 点 有 M(xo，to)， 另 取 一 点 M'(xo，to 十 
及 )， 有 >0， 取 4 为 方程 在 Q; 内 的 正则 解 ，v ЖГ, (хо, tat 
hi, т), НР vJÉL*Cu3- 0 在 妃 内 的 正则 解 ， 因 此 


Ја Эг» fh Е, rd 
РАВОР 


ОГ (xo, toth, E, т) 
дЕ 


+ [re ThE, DIR 


шаа Jae | Г,(х tth E, Df, tdEdrt 
D 


= 0. 
上 式 可 写 为 
Јо ч, OT Go foe hy E, 10045 
PQ 


E ди 4+ 2аиГ, | aT, 
= rat + (D-2 аага) dr 


„|| говь tot, лэ f (8, айат, (4.23) 
р 


当 (xo，to) 在 PQ 之 间 时 ， 上 式 右 边 是 的 连续 函数 ， 由 定理 3， 
左边 一 > ч (хо, 1) CH h—> 0)。 当 (Xxo，to) 在 PQ 之 外 ， 上 式 
右边 也 是 h 的 连续 函数 ， 而 左边 易 证 当 h 一 > 0 时 ， 以 0 为 极 


腿 ， 当 (xo，to) 在 AE 或 BF 上 时 ， EMUL (хь шэн 
而 右边 第 二 项 是 大 的 连续 函数 ， 第 一 项 由 于 当 上 一 充分 小 时 ， 


(-Ы2 


a-a 540-0 
Die NE ARN 9 


2vV л(1-1) 
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从 而 


1.4 
аг, 2 заГ,  E?"(x£)?2 | x M хЁ ) 


a Е 4(ї-т) t-r 20-3) 
Ойн 
гажиж 
20-53 
и 人 40-9 


тат = tT)? 
利用 x = Х (1), х= Х,(1) 
ЖЕ (а, 6) 上 有 连续 一 阶 微 商 
(图 8 ), 不 难 证 明 (4.23) Æ 
ЯДЕР, = 
此 定理 证 完 。 у 

ИЯ с, х= ХОРЕ 
t EL[4a，6b] 上 有 一 阶 微 商 ， 
它 与 [a ， 5] 间 每 条 特征 线 只 
р, СО Са, bJ 


上 连续 函数 ， 定 义 
u(x, t) 
_ ("ара (x, ВЕ, т) 20Г,(х, ЊЕ, т) 
-ЇЦ : EH : Ё ; јело $ Od, 
«20. (4.24) 


定理 6 gu 4.20 Zul, t) 在 与 C 无 公共 点 的 区 
域内 是 Ce 函数 ， 且 当 (x，+ ) 由 C 的 右 〈 左 ) 方 趋 于 C 上 一 点 
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Со 100), Ж 
limu (x, t= LAO 


to er 20Г, X. 
fco yum am аб, Gam 
БХ 


从 右 方 趋 于 (xo，10) wiit «о, AEG в. 


хма орь 对 T: 也 有 类 似 的 结果 。 (4.25) 称 为 间断 


公式 。 

证 明 利用 基本 积分 公式 (4.22) , 不 失 一 般 性 ， 可 设 
V CU 是 一 多 项 式 〈 由 Weierstrass 的 多 项 式 逼 近 定理 ) ， 于 是 
$C ) 满足 


一 too 一 


28 = (t), 
x 


设 C 是 定理 4.5 中 A4E， 由 (4.22) 得 


b 2 
fco os nis o ава | (82-28 одо ат 


+ JC re ф(т)ат+ 
ес вы oveodias 
ИТГЭЛЭЭ 
= 01000), Gs DEC, G) 


0, Щщ (x, t) 在 C 的 左 方 。(iii) 
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бут, Ф (x, Р) = (xo t)» МО) СН), #4 Ся, 
t) 从 C 右 边 趋 于 On, 10 ， 即 得 (4.25) 85-35 Gi) ME 
00, 4 (x, t) 从 C 左 方 趋 于 (xo，fto) ， 即 得 (4.25 Я 
一 式 。 

3.Q; 上 的 初 值 问题 

考虑 问题 


| Us= иза ы 


z шу (x, t)€Q,, a>0, 


(4.26) 
u(x, 0)=Ф(х), 0 < x <co, 


定理 7 УЕ (0, +оо) 上 连续 有 界 ， 则 函数 
иба, De Гия, уа, дэв 
Ж 4.20) COR RA, Hu EARR, и 是 唯一 的 。 


证 明 НЕНА (4.27) 是 (4.2600 方程 的 解 ， 只 须 验 
证 满足 初 值 条 件 。 设 x。 是 + = 0 上 任意 一 点 ， 我 们 要 证 (х, 
t)—> (хо, 008], (4.27) — Ф (xo)。 由 于 仅 考 虑 xo 邻 域内 


u(x, DENER BHRT z <2xo， 有 


| са, зуй, ovcoat 
Ах 
2 оо 
(Hs Hf nes nt ond 
2 


-W 

=1,+1,+1,. 2 
HE3, 1 —>Ф (x), (х, t)—9 Gy 0); ШЇ, LE 
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通过 积分 变换 证 明 f 一 > 0 时 , 均 趋 于 0 ACT. ш (4.22), 
将 A4E 取 作 x = 0, ВЕЖЕ х= К> 0, WJ 
в 
и(х, шэн tt, 009 (Ë)dË 


-Jr 


«f: `. 2 аша ат, 


den аг, + ыт, Ку. 


201, 
5 


Вар а> 0 ， 故 上 式 右 边 第 二 项 为 0 。 利 用 (4,16)， 


由 于 4 和 ws 在 Q, 上 一 致 有 界 ， 且 T, 含 有 因子 E+0， ар 


20-53 
a y-a - 
Dic, ВЕ, DIs ce к 


ЕВ (4.16) 的 技巧 ， 不 难得 到 


ƏF (x, t; E, т) 20Г1,(х, 1,5, т) 
: дЕ š | 
_ м-в: 
Бані фра (040-0 
Px” Ce -т)% 


于 是 ， 我 们 只 须 证 明 : 


<c 


f Ra е 49-9 t Кач с > 
у: 一代 °(ф—т)*/® 


当 民 一 >c 时 都 趋 于 零 。 事 实 上 ， 对 任何 国定 的 x， 取 0 < e < 


1 1 > 
аг Я| 0 < = ит ЖЕ, 当 忆 充分 大 时 ， 
_ (x-R)? 
e" 44-9 <1, 


(x- R)? R 
e лао I ui 
由 于 
(~ Б)? 
t а t- 
R 4-0) ах 
"И? 一 
(х- R)? 
meth R 27 ца ат 
В Vt-rt 
<2V t Коев, 
| _ (x-R)? 
e 1 ~ 
f R ELS 
ot— 1)*/* 
er- CR? pE 
ы 1 4@-т) t-r 
зєв) ра e d< 
° yt-« 
< 21 t R%e-sR, 


384 R—>co, | ТТ 0 ЖЕЙ, ЗХЙЛЕВ ч 是 唯一 的 。 
SAETXTO (* ) 的 连续 依赖 性 ， 则 是 很 容易 导出 的 了 。 

4.Q; 上 的 初 一 边 值 问题 

RERE: 
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| t= taat as (х, 1)60,, (4.2) 


u(x, 0)=9%«(х), 0 <% Се, (4.28), 

u(0, 1)= ф(х), 0 <t <оо, (4.28); 
由 定理 2， 当 Pp (8) 在 EE (0, +оо) HERAN, 

uin, ts "ri ся, 15 8, 00 Ф (E) d£, ecl 
Ж (4.2) 的 有 界 Co 类 解 ， 由 定理 2 ， 类 似 于 定理 4.7， 可 证 明 
ш, DRE 4.29), , ЕВГ РАНИТ, ас, 
故 当 x = O BF u(x, 1)=0. 

再 考虑 

а-3 ы 
2 


u(x, юре ЕСЕ Га ex. Wa 659 
r(z- а) 


x j (ds, a<. 


ИЗЕЙ, их, ОЙЛ (4.2)。 Е 5 


= y, WE 
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由 耻 的 有 界 性 ， 立 得 x:* 有 界 〈 一 致 ) ， 注 意 到 站 的 连续 性 ， 即 可 
得 wz 满足 4.28) 。 ， 且 由 于 上 述 积分 关于 (x, t) 一 致 收敛 ， 
故 ws 是 C~“ 类 函数 ， 而 由 于 被 积 函 数 绝对 可 积 ， 令 + 一 > 0., Вр 
得 ua(x，0 )= 0。 这样， 我 们 就 有 : 


定理 8 БОЛОТ (0, 0 内 连续 有 界 ， Wis а <=, 
问题 (4.2) ‚ (4.28) 存在 唯一 的 C“ 有 界 解 x ， 由 下 式 给 出 
u(x, 1)= rx, tsE, 0)P(E)dE+ 


х? 


хїлэа t 1 40-0 
хо ли ПН ПЕНИЕ pM > (т)ат, 
о L- 3 (1- ху /2-9 , 
2 


(4.29) 

证 明 ”只 须 证 明 唯一 性 ， 因 此 ， 我 们 先 有 : 

引 理 设 w(x, +) 在 矩形 R:{a<x<<B, 0<t+<7T} 上 
连续 ， 且 在 矩形 内 部 满足 (4.2)， 则 它 在 矩形 两 个 侧 边 { х = а, 
х= В, 0t ТЬ {= 0, о«х<в) ERIAK 
值 或 最 小 值 。 

其 证 明 类 似 于 抛物 方程 混合 问题 极限 原理 ， 只 须 注意 到 ， 若 
ИМ, 刀 分 别 表示 尺 和 尺 的 两 侧 边 及 底 边 上 的 最 大 值 , 若 My 之 my 
则 令 

M-m 
v(x, ћ)=и(х, т D 


其 中 (ле, РЕВ, их“, № = M. и(х, t) 的 最 大 值 点 
仍 在 丸 的 内 部 到， 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 由 极 大 值 点 性 质 ， 一 方面 


268 


有 


ди до 28 до 
= << > 
rura 


另 一 方面 ， 由 xi 满足 (4*2) ， 又 有 


定理 8 ШР. ДЕМО = j = 0 BF, u= 0 Што, E, 
Iu] e, (х, №) 是 Q+ 内 任 一 点 ， 092 0, $200, 58 
Rs 0St Sto 0<x<L, ГАНЕ, АЖ 


v (x, ера +20) t], 142450, 
(4.30) 
和 Е 
u (x, Dos 2 ааа) n] 1+2а<0 
т: ls DAE . 
(4.31) 
v(x, t)fER, 上 连续 ， 且 在 Ro 内 部 满足 (4.2)， 而 对 (4.30)， 

о(х, б)р0=и(х, 0), 


5-01 +20) 20 = и (0, 1), 


v(L, 1)= c +(1 +20) + рсри(ј, t), 


ВЖ, РЈ 31 EK зо (x, t)2u(x, t), 从 
ПНЯ, Ж К ДЖ и(х, ї)<ә9(х, t); 类 似 可 证 
ох, tD)Xu(x, 0), Bib, ERER 

2c (x* 

ист, oj (Za 20], 


v(0, t)- 
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Юй бо, 10, Æ 
| и (Xo, DIE [ns (1 +20.) И 


令 工 一 >co， ВВ и (xo，t) = 0, `H (хо, to) 的 任意 性 ， 即 得 
ЯГ 436, Ш(1+24)<0, Ш (4.31) 类 似 可 得 。 
从 而 ， 我 们 证 明了 
”对 任何 w， (4.2, (4.28)1, (4.28) :的 有 界 解 是 唯一 的 。 


oL, BRUN. 


Ве — и ME 
考虑 ， 
t= uat и (х, 1)60,, вэ», (4.2) 
x 2 
и(х, 0)=Ф(х), 0«x «oo, 4.32 


limx??-!uy(x, #)= p (t), 0<# «oo, (4.32 > 


x0 


Жш ide, ЛЕЕ ХЫ (0, +оо) 内 连续 有 界 ， 则 
sa >b, МИНИ (4.2) , (4.32) Ж йи (x, t) ЄС=(О,) 


B 
u(x, t)= 12 Гбх, ta £,009 (Е)4Е+—8——_ 


(6-1) 


xf 24432206 3679 бун. (4.33) 


о (f— 1)2*1/2 


270 


当 充分 大 时 ，z 保持 有 界 。 又 ， 如 果 4 还 满足 当 * 充 分 大 时 
pu „АНУ, LL. 


证 明 存在 性 ， 由 定理 7， 当 中 (8 ) 在 (0 ，+co) 内 连续 
НН, (4.33) 右边 第 一 式 满 足 (4.2), (44-32) 1 和 中 = 0 


时 的 (4。 Do TAMER 产 一 5= У, (4-33) 右边 第 二 


式 满足 (4*2) ，(4*32) :及 中 = 0 时 的 《4.32) !， 定 理 的 前 半 部 
分 的 其 余部 分 类 似 于 定理 8 中 相应 的 部 分 可 得 出 。 剩 下 只 须 证明 
唯一 性 ， 在 基本 积分 公式 (4*22) 中 ， 取 AE 为 x = e，BF 为 x 
=R, WE 

и(х, цэн ts Ë, 0)4& 


"| 


z 4, 2euT 
+ (Te јела. (4-34) 


LESS S 


由 于 = 0， 中 =0， ЫШ REIS. NIS А, 
x 
0-0, вал ё_ = 0, НЕ 
дх 
f ux &-єйтэ-0 Q e o 0), 
хня. - юг, 291, SHEFE, аи 'uz 05, ва 
f (i уа Ce 0 lk, Ще >08, (4-34) 


дЕ 
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右边 第 二 式 趋 于 0， 另 外， 由 于 ито M EA 时 都 保持 


有 界 ， 利 用 定理 7 的 证 明 方法 可 得 ， 当 刃 >co 时 ， (4:34) 右边 
第 三 个 积分 也 趋 于 0， 因此 4* = 0. 
推论 ФИФЕ (0, +оо) KERER, MJ 33 0 


时 ， 下 列 问 题 


wm ut as, (х, РО» а2%, 
u(x, 0 = @ (x), 0< x «eo, 


тх? 2" = 4 (1), 0< t «oo, 
x0 ox 
有 唯一 解 xE Co» (Q.). 
6. 混 合 问题 
1) 考虑 奇 性 混合 问题 


шщ uost Вии 0<а<1, 0 <t<T >h, 4.2 


u(x, 0)=9(х), 0<х<1, (4*35) 


lima tun, t)=jbi(t), 0<#<Т, 
x 


ист, БЕС, 0<Е<Т, 
由 定理 3 和 定理 9 知 ， 函 数 
ша, Def Гая, ву Е, 0) 9 (td — 


теат 


-20 


272 


эх. ће. 


me ct ђе» 


х? 


кг. iom pilt )dr 
(#-т)“ 
满足 (4.2) 和 (4.35) 的 前 两 式 ， 再 考虑 函数 


u(x, t)= 16-22) t-14 (т)ат, 


Jehu (т) 是 待定 的 连续 函数 显然 ，u (x，0)= 0， Elim 


xiu 0 .因此 ,问题 归结 为 定 出 x， 使 当 (x，f) 由 xx = 1 
左 方 趋 于 x = I 上 一 点 (l, t) BJ, u(x, t)=u/(x, t) 
二 ta(X， 上 )~ 小 (to)。 据 定理 4.6 的 间断 公式 (4-25) » Ж 


limus -Lu (6) + P Zh- EN M ek a B COds, 


x 2 ° * 0E 5 

to 

设 іта (я, f ) = h(to)， 则 只 须 求解 积分 方程 
tto 


Palt) ~ h G) = – 18 12) 


t;(0U, _ гаГг, 
+] (2-2 251 yaka h (ат. (4.36) 
(4.36) 是 第 二 类 Volterra 积 分 方程 ， 它 的 积分 核 属于 可 解 类 
核 ， 故 方程 可 解 ， 至 此 ， 我 们 得 到 下 面 的 存在 性 定理 ， 

定理 10 RPDE (0, 1) EXE p(t), ФфСОЛЖЕ 
(0, T) 上 连续 ， 设 上 (+ ) 是 积分 方程 〈4*36) 的 连续 解 ， 则 
函数 
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1 
ибх, Def hos В, о 
Г == 
(s 1) 


B Л. 
f— 4@- 4-5 |, (т)ат 
° 2- 
аху 7: 


f aT. 20i) (тот. (4.30 
E EL 


是 问题 (4.2 , (4.35) ЮМ. 
E 3 o CM, 类 似 于 上 述 方法 ， 不 难得 如 下 混合 问题 : 


m = ш, 0<х<1, 0<1<Т, <>, 


| 0)=%(x), 0<х<1, 
u(0, #)=4:(#), 0<#<Т, 
и(1, ОО, 
的 解 为 
1729 
ибх, Def Габи в & OoDdER 
gi- "r(7.- «) 


(4.38) 


| f G- шэн и (т)ах, 4.39). 


其 中 k (7 ) 是 如 下 积分 方程 的 解 
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| - Үл 2-1, to (Г. _ 2аГ, 
V) - кади La) «| (Ба ар... 


x и (т)адт, 


эн 
(x,0 >C, to) ~ 9 


х!-2а 


sms) 


3 х? 


% z т 
хова) е ист) adr], 


由 极 值 原理 知 ， 上 述 问题 的 解 是 唯一 的 。 
2) 最 后 考虑 一 般 的 混合 问题 


we (х, DED, | (4.2) 


(nme 
u(x, 0)-Ф(х), а= X.(0) Cx«X,(0)75, 
Boni в) =ф (Е), 0<+<Т, 
u(X,CO, 49-40), OKET. 


JUBEGEDHI 55080 = 人 以 及 完全 落 在 Q; 中 的 两 条 曲线 x = 
X,G)#lx==X, ОН, x = X ( t )#l x = X, G) Ж1ЕС0, TJ E 
有 连续 的 一 阶 徽 商 ， 且 区 域 刀 中 的 每 条 特征 线 只 能 交 x = XI G) 
和 x = X;CO T &— 5. 


мар, визу 


(4.40) 


u(x, D= fT, 5 E, ФСЕ, 
_ [t/ar, _ 2аГ | 
и (х, Des ЭБЭ e ncn 
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un, 1)= Ге (= um CX xu ha(r)dr， 


Ноћи fln {РЕ ЕШ. Ши. (x, O)=u(x,0)= 0, 
因此 ， 问 题 在 于 定 出 bi 和 us， 使 =u, tu, Ни, (4.40) 的 
后 两 式 。 

据 间断 公式 (4.25) ， 我 们 得 到 积分 方程 组 


бо — и CC, (f), ЦЭ) 


= и + Је ES. юг, Эх n OO dr 
E Xo 
ЫН да zz Э 22 ера Сх)ат, — (4.40 
i Eo 
Ji) – и СХ, (№), to) 
eT; _ 2аГ 


= getot є (2 +); жао «и, (т)4т 
t=to 


Е= Х; (0 


H 


e г. 
ЕВ š 


Эе ра Ст )ат, 
1-6 


=X: (4.42) 


(4.40) f (4.42) 是 一 组 联 立 的 Volterra 第 二 类 积分 方程 组 ， 
它 是 可 解 的 。 


масн, UTRED, ЗЭН. ATA 
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定理 11 Фа, 51Е##, УЖЕ (0, T) bx 
续 ， 又 设 上 1 和 4s 是 积分 方程 (4,41) 、 (4.42) М, WH a 之 


Qe 混合 问题 (4.2)，“〈4;40) 存 在 唯一 解 x"， 由 下 式 给 出 


ист, Df Ti 55, о + бас 


_ 2al, A 
É Ane ner f 
_ ЗоГ, 


Eee Cm (4.43) 


масти, DIDSRAETSBIRI, 


证 明 ”只 须 证 明 唯 一 性 ， 设 4 是 齐 次 问题 (4.2) ‚ (4.40) 
的 解 ， 在 Green 公式 


| [Leo -ш Сэ х dt 
=-[ (uv) dx + (vus - vau 290 RT 
x 


中 ， 取 v sx’, и-и, RA 
2 Л x1? (te)2dx dt =Í x*%u2tdx + 2<x=2 uu dt, 
D ° 


ДЖОН = X.C t), x=X,Ct), t = 0 及 Q, 中 过 任 一 点 
MM 的 特征 所 转 成 区 域 ，c 是 其 边界 。 由 混合 问题 的 条 件 ， 得 到 


2 ПЕК: ?dx ан | аи =0. 
р/ 
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其 中 PQ 为 过 MM 点 特征 与 X,( 1 )，X。( + ) 相 交 所 成 之 线段 ， 生 Q 
在 已 点 右 方 。 

Mixu’ = 0, Xx 0， 于 是 在 EQ 上 ， и=о. HM 
的 任意 性 ， 即 得 在 内 ， 恒 有 = 0 。 


§ 2。 多 条 奇 线 的 方程 


1. Bc Con 推广 华罗庚 提出 的 混合 型 方程 423 , 而 考虑 
了 如 下 的 方程 ç 
Umy— (n — 2)Cctg( x + У) +ctg2(x ~ y)Jus 
= (и – 2) (ctg(x + y) — ctg2(x— y)Juy7 0. (4.44) 
ЖЕ. 
ЖЖ (4.44) 的 一 种 特殊 情形 
— Betg(x +y)ust+ Bctg(x + y)uy= 0. (4.45) 


(4.45) 不 是 EPD 方 程 、 但 是 如 果 作 未 知 函 数 变 换 и (x, У) 
=sinB (x +y)V(x, У) 
МУЖЕ 


.. BXB- 1 
Vs ИСЕТ УУУ = 9, (4.46) 


Туш? (x + Y) = (tgx іру) *cos?xcos? y, 
因此 (4.46) 具有 如 下 形式 


Va- BCB-I1)9 GOV (У) 0, 
v" (9G)-9(0)) 


这 正 是 B = B/ 的 EPD 方 程 的 另 一 种 形式 〈 见 附注 ) 。 
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再 回 到 方程 (4.44) 上 。 作 未 知 函 数 变换 


п 
= [_sint(x + y) ј Ээ) 
ист, узе [EG rivos». 


则 


" . n 
2 sin2(X + y) r ly 4 (1-2 sin? (x+ y) 17? 
"m ( sin22(x – У) J „+ (n-2) [еке | 


* ( sin(x-- y)cos(x- y) _ sin? (х + у)соѕ(х+ y). 
sin2(x — У) sin*2(x — y) 


" п А Lm 
s (Ее) ly (-2) [uon 271 
sin2(x — y) sin2(x4 y) 


x V (ctg(x + y) —ctg2(x – УУЈ, 


п п 
E sin? (x+ y) тр + (0-2 sin? (x+ y) 77! 
ы faat») . (1-2) etn] 


x V (ctg( x + У) +ctg2(x – У)Ј, 


n n 
5 i a iy -2 [Ee » 271 
" 22 „+ (9-2) 51п2(х— у) 


xVactg(x + y) +ctg2(x — y)J 


+ (ап = гэ | сг” ! V (etg(x-+ у) — ctg2(x — y) 
sin2(x— y) 


[aree НА j 


cosa sin2(x- y) sin? (x+ y) 
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n 
2 244 Ré Grac 
sin*2(x—- 司 On 5 2) Е у) 


х V (ctg( x + У) -ctg*2(x – У)). 


代入 方程 〈4.44) ， 注 意 
ctg? (x + y)-ctg22(x — y) 
=1+ctgz(xX 十 y) - 1-ctg'2 (x — У) 
а. qo 
sin? (x+y) sin22(x 一 y) 


则 得 
(у) 1v (62 (n- D 
sin2(x— y) sin? (x +y) 


sin*2(x — У) 


абв салуу, 


Шу 


(n- 2) (п- 1) _ (1-2) (п 4) yz = Я 
Va + (552937 ses] 0. (4.47) 
因此 方程 (4.44) 和 (4.46) 的 关系 [从 而 也 是 和 方程 (4.45) 
的 关系 ]， 和 Darboux 在 名 著 (HEE) O 中 所 讨论 的 “调和 方 
eg" 
| (бш 1) wu-1) Y (Y 71) 
d^ (Күт (Е-п): jj a-n)? 


-Y'G'-1),y. 
(1- Ёт)? ју 9 


与 EPD 方 程 关 系 类 似 。 
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现在 我 们 就 转向 比 〈《4.47) ВИТЯ 
у (901-8) BiG-8.ra-r) 


дхду sin? (x+y) cos2(X 十 y) sin'(x- у) 
_ У (1 – У )) Зи 
У У =0 (4.48) 


ЮНЕ Е, Же, B, г, УЖ. 
我 们 可 利用 Copson 求 Riemann 函 数 的 技巧 和 方法 C42，432， 求 
出 (4,44) 的 了 一 函数 ， 然 后 讨论 其 奇 性 Cauchy 问 题 。 


首先 ， 由 三 角 函 数 的 周期 性 ， 可 以 取 Q:0< я - У << 
0<x + y< 了 为 研究 方程 (4.44) 的 基本 定义 城 ， 此 时 * + y= 


0 和 * + у = тааюн, 
令 


-sin(X 一 xo)sin(y 一 yo) _ sin(x— xo)sin(y— уд, 


-sin(x +y)sin (Xo ty) T cos(x + y)cos(xs + Уд” 


sin(x- Xo)sin(y— У), с, = Sin(x — хо) зіп(у- уо) 
osin(x-y)sin(xy—- y.) * cos(x— y)cos(xo— y.) ° 


代入 方程 ， 并 注意 到 ， 由 
-2 (1 2а). __1 $9, до, ,1 ato, 
ду “с; Ox 0,5 Ox ду о, дхду 


有 


o. 


Ə*o, _ 1 +20; 920: _ 1 +20; 


дхду Sint(x+y) дхду cos (x+y) 
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atos 2 1-20, 230, „_1 29, 
деду = sini*(x- y) деду cos(x- y)" 


得 到 
9101 +01) ФУ „о,(1 +98) ФУ , 0,(1-700 ФУ 
sin!(x-y)0gd,* соѕ(х + у) зо + Sin2(X 一 y) 80, 
о,(1-о) 3V +[ о, 4 СА | 
cost(x—y) до (соѕ(х+у) sin?(x +y) 
oy + ( 9s + а ) ey 
80,00, lsin? (x+y) sin'*(x- y)! додо; 
+[ NEA 4 а, ау + 9; 
sin(x +y) cos*(x-— у)! 00,00, in*(x- y) 
+ 9s J ey Ч о, о; | ги 
со: (х -у)/20,д0, \cos?(x +y) eos 2 у)? 090,009, 
( оз + о, J а?у 
cosè (x-y) sin*(x— у)! 00,00, 


1420, OV , 1420: OV , 1-20, д/ 
sin? (x+y) 00, соѕ2(х+ у) до, sin*(x— y) до, 


1-20, д «[za-m. Bap 


cos? (x — y) до, sin? (x +y) cos*(x-y) 


aY CL emi UL) 2 
sin? (x-y) соз(х— y) да 


у RETIA EA, WOES (4.49) 
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(4.49) 


PEN METAM 90120: 


"á 


2 +o, otv да: d 
09,00; додо» 


ау 
+o — 9 +(1+ +В -B)V = 0 
—— AR а 200-27. (1 ) 


2 a 
а, (1-03) ay „а ФУ -+03 or 
доз? 804,005 0053005 


+o, KY a-z- у (1 -Y)V = 0 


00300, Os 
2 
44-94 ФУ +o, ФУ. NT 4 
РТА 00,90, 20,00, 


а?у eV 
+0s— + - -v)V = 
ЕЯ G- 2027 82 v(1- v) 0. 


(4.50) 
车 再 令 
o= 01, 02= 0 


Wj (4.50) 变 为 
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ФУ ал ФУ ev 
3 +в +o; 
Do : 001'60,! EATA 


| 2 : | 
жо У +a-20,) ФУ -а(1-а)у= 0, 
80,!00, до, 


o, (1- 0,) ги +0, гү +0; гү 
дс, 


' д9)'д0;' EALA 


а?у 1, ду = 
+g +(1-2o,5— -— В (1 В)у=о 
4 CPA ( 2) E ( , 


са – а, 4 У +01 OV +0, OW 


5 0,100, I до;,!до, 

+o V 1-209 2 - у(а –- y)y =0, 

90:00, 095 

V oa OV o_o 

= + вв 23 
c, од 202 9, 20180, 9: 30,00, 
+а, 27 40-259 V _ v(1- v)y - 0, 

090,00, до, 


(4.51) 


(4.51) 是 四 个 变 元 的 超 几何 方程 的 一 种 ， 直 接 用 每 级 数 法 〈 利 
用 Chaundgc44 的 技巧 ) ， 可 求 得 (4.51) 的 满足 
V (о\!, о,!, Os, 94) = 1 
ee 


的 解 为 


V (oi, 011, Gs 0) 
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со 
У) (а), (1-9), Вы (1- В, Соб О- у 


ЛЭЛТ 
х (Vu A-V / (+1 +1, +101115111417 


хоо ГЭДЭГ (4.52) 


易 见 (4.52) Hlo «1, | o:1«1 1os1«1, [9,1<1 时 ( 例 
如 对 中 中 x+ y <, |y| С!» |< x <xo 的 点 ) 绝对 一 致 收 


Ж. 11134752) 

F(a, 1-а, B, 1-В, v, 1- v, v, 1- v 

а, 0, оз, 04), 
HF (4.48) НЗ, HL (4.52) ZF (хо, ус) (х, ЖЖ 
称 的 ， 所 以 在 收敛 区 域 中 ，〈4.52) ЖЕ (4.48) 的 Riemann 函 
数 。 ` 

2.4И(х, y)= À (x, y)u(x, y), ДН 

À (x, у) sin? (x + y)cosB (x + y)sinY (x — y)cos" (x ~ y), 
则 当 Y 满足 (4.48) Hj, u 满足 如 下 方程 


2 
ди + Сас (x + y) — Btg(x + у) + Yctg(x — у) 
дхду 


ух 一 >) = + Саса +y) – Btg(x + y) 


— Yctg(x— у) +vtg(x— y) + (Gy + v)t 
ду 
- («Bu = 0, 


特别 ， 当 B = 0, үзэ, а= -2Y 时 ， 有 
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2 
2014 + a (слабе + y) ectg2(x – y) -2 
дхду дх 


+ асц (x + у) — стег (x — y) 3-2" 0. 


如 果 ” = 2 - п, жита о 讨论 过 的 方程 。 
在 上 述 未 知 函 数 变换 下 ，Riemann 函 数 的 变换 关系 为 


= o Y) 5 
R(X, Уух, уд ха”, Узхо ул. 


Ж ЕЈ Кіста, REMH Bf Riemann 函数 ， 
故 (4.53) É RERA 


R(X, Узхь y) 


Е en хээ }°[й бату} 
Sin (xo + yo) J sin? (x — y) 


хЕ(о,1-а,-5,1+®,-5,1+®,о!,с,о,), 
当 | о!{<1, 10s1<1，1o4|< 1 时， 利用 三 个 变 元 的 超 几 何 
函数 公式 ， 有 
F(a, 1-9, Y, 1-Ү, У, 1- У; 011,908, 94) 


=Ез(у, 1-1, У, 1- v; 1, оз, 04) 


1 
- а 1-ү, У, 1- v, 1, osti, 0,0 
xÊ Fo, 1-a, 1, o1 - t ))dt, 


其 中 下 ,是 两 个 变 元 的 超 几何 级 数 、 注 意 到 
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Fays, 1-Y У, 15, 1, бр 09 
= (1-0) ЕСУ, 1-v 1, d4 +0,- 0,0) 
m 
= _ Sin2( x — хо)ѕіп2(У — yo) 
Ја sin2(x — Y)sinZ(xy- уо)’ 
从 而 有 
R(X, Уух Yo) 


(aen Јаве (no. 1 


a sin2(x – xo)sin2( y — yo) Ї а. 
+, 1 : = #45 
2” sin2(x = У )sin2(xo – Уо) ) ° ( 2” 


1+5, 1, (0, 0,7 0,040 t ) 


x-DF(a, 1- a,1, oj(1- tdi] 
ot 


=R (x, Уух, уд-Б (х, Уух, yo, (4.55) 
3. 我 们 现在 可 以 利用 (4.55) 来 解 奇 性 Cauchy 问 题 ; 
(4.53) , 
u (x, y)|s- = f (у), (4.56) 


(2-2 
дх ду 
如 同 第 二 章 ， 如 果 我 们 限定 求 正则 解 ， 即 车 假定 


— ди) заар, 
Ox ду? - 
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(и), 


о-у 


可 作为 结论 导出 。 
我 们 先 对 支柱 x – У = 8 解 Cauchy 问 题 (4.560 ， 然 后 让 。 
>0。 根 据 熟 知 的 Riemann 法 , 解 的 表达 式 为 


и (Xo Yo) = И + з-он 
o= 


- fe (eate - yR eR uA ) u 


- R (us— uos) : (4.57) 


为 计算 上 式 右 端 ， 需 要 讨论 Riemann 函 数 在 x = ?附近 的 性 质 ， 
首先 注意 ，《〈4.55) Jk X TEQUE TRY <y x«xm, МЫ 
利用 公式 

xF(a, b, с, 2) 


Ге) Га) ду 
“”ГСБУГСс-аа» 


x - -1 Г(с)Г(а- b) 
xF(a, 1–с+а,1–5+а, z + ГГЭҮГЭЭГЭЭ 


XF(b, 1-c*b, 1-ачЬ, z!), 
Ж (4.55) 中 的 超 几 何 函 数 进行 延 拓 ， 保 证 当 x 和 ?很 接近 时 尺 


有 意义 ， 然 后 考察 其 极限 情形 。 将 上 面 公式 应 用 于 (4.55), Ж 
x= 9》 附近， 有 
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Ri, Уухь уд 


= Г(1 +а) [eo aspa IOS ES 
r«(1 +=) sin? (хо + уо)5іп2(х – У) 
2 


„Г(— 1-а) (sin(x + y) 5. " 
1 a (226-22) (sin2 (xs 7 а) 
r:(- 2) 
2 


а 
xsin2(y- y9J | ?sin!**2(x,- yo)sin2( x – y) 
+0 (sin(x – У)), 
而 c<0， 故 有 


аР, (х, Уух У) -ы- 0. (4.58) 
юэ 


ја 
Ки(х, Узхо Уо) 


= Гб жа) (= (x + y)sin2(xy— x)sin2(y — yo) ] ° 


z а ini ini Em 
r (1 +5) sin? (хо + y) sin*2(x — У) 
да 0€ . sin2(x — y)sin2(x, — yo) 
хк т 797 O аку) ). 


Р(х, Уухь Уо) 


„Г(- 1-а) Í sin(x +y)" 2 
r(-5 po d 


-i 
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а 
sin? (у- 79) | 1111-9209, у;)зів2(я ~ У) 


у 
а а : 5112 (x — y)sin2(x, Уо) 
xF(: р ribi 258: sin2(x — xe) Sin2 (y — yo) 7 ° 
则 
Кис, yy xo Yo) = Ки бо Yy Xos уд Жаб Y3 Xos Уо)» 
经 过 计算 ， 有 


(2actez (x-y)R, +В - Тв] 


lim -ye 
e>0 


= 2+ a)ctg2(x - y) Rn +0 2252 : } 


+0 62-х}... 


D Г(- а) ( sin2y Г 
г: (-=) sin (х + yo) 
2 


P . 
° x [sin2(xo- y)sin2(y- 5) — 91752 (ко - yo), 
(4.59) 
因为 


t(0,*0,—0,0,1) = а хо)зіп(у- у) Yo) 


т т 9, 
sin2(x — y)sin2 (x, Уо) 


其 中 
o= 4i[cos(x— у- xg + у) – t sin(x- х)зїп( у - у). 


WARA, Узх уд 在 x = y 附 近 性 态 基本 与 R, 类 似 ， 事实 
上 ， 利 用 超 几何 函数 拓展 公式 于 


290 


Б,(х, Уух »oits F(- 7. 1+—> 1; (0,*9,- 


sin? (x + y)sin2 (xo — Уо) n 
sin? (x, + yo)sin2(x – y) 


озо: ty, 再 条 以 [ 


BARRE SR. +Ёш ШЕ x = y BDE, БАНКЕ, 
而 
Теа = – 2actg2(x— y) Ru + 0 {csinz(x- э) 
+2ctg2(x – y) Ra; + 0 (sin2( x – У), 
Ta, = 2actg2 (x — y) Ка + 0 Чо »Y* 
= 2ctg2(x – y) Ra; + 0 (sin2( x — У)2 


因此 
limR,(x, УуХы Yo) le-v-e= 0. 
е0 


且 
lim (гасна (и = у) Р, ++ 一 M а-у-е 


Г(- а) ( sin2y 
in(xo + yo) 
r(-2) sin(xo + yo 


А 41-52 1 
х [sin(xo- У) sin(y - yo)] 2 x attese = уд 


а 
5111+%2 (хо — yo) 


а 
+ t sin(x,- »sinty- yo " Е: 
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2) P _ sin(x- y)sin(y — yo) di. 
(в 1-9, ъа-ю TT ) 


(4.61) 
к | 
sin go 一 yo+ Tl sin nozza 
im зїп (у — хо) зіп (y — Уо) 
ni | 
a - зэ баг ээ абу 50), 


sin2ysin (хо + yo) 


=4t (а, 一 yo) + зала yet T sin zzy] A 


Ш, Е = 0 时 = -x + Сїйх, Суу WERN = хо– Уо)з 
tell, П=2у-ж- ую ЖЕ (4.61) 变 为 


lim (zactg2 (x-y) R, LR - Lg, 9-y-6 
£0 - 2 E 


,2L(C- a) ( | siny __ 
г*(-=) Sin (хо + y) 


ко +y 
2y-Xo- Уо 


a 
) sin!*?2(xy— y») 


a 
+=: 
Csin (x, — yo + П) зіп (хо yo— 1)] 2 


x-2 F(a, 1-a, 1, 
‚ en 
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sin 22 * n Хо — Yosin 2Y 7 7 Xo 7 Уа 
2 2 
一 Sin2ysin(xo+ yo) 


ат. (4.61) 


将 (4.58) — (4.61) ЊА (4.57), ВЕЖУ, 只 要 us uA 
界 ， lim (ца — шу а у-е = 0 ， 最 后 得 到 (4.56) 的 解 为 


u (xo yo 
270—4) sin ауа) (** (2y)sina2y 
г(- 5) sin? (хо + уд) ЈУ 
2 


а 
x {Csin2 бо - ува (у - у) "= 


a 
"x +y А S epe 
= 一 一 2 
+ 人 Csin (xo 7 yo + 1)sin(xo— yo- 1) 

sin2y * 1 7 Xo Yosin 2Y 7 1 7 Xo 7 У 


д . 2 2 
——F(a,1-a 
x дт F( 1 b — sin2 ysin (x, + У) ) 


dn Ja». | (4.62) 


2j Ехо 取 负 整数 时 ， 和 [121] 的 结果 显然 一 致 。 
4. 我 们 验证 (4.62) ЈЕ (4.56) 的 解 
5188 12 


w= [t> A 2ЕСо,1-0, 181) 4 
Z2y-Xo- 50 дт n. 


293 


满足 方程 
г „| идет а (а + 2) jw 
9х:дУо sin? (хо + yo) sin*2(xy— Уг) 


а (а – 1) fsin2(xo 一 y)sin2( y 


– у) Јоко 


sin? (хо + Yo) sin2(x,— У) 


其 中 


Sin2(xo 一 yo) 


sin22 $ 1 7 Xo 7 Yosin дус а-э 
2 


У — sin2 ysin (xo — Уо) 


(4.63) 


Я 4 а 
_ [або уо + 1 )sin(xe ут ЭЭ 17573, (4.64) 


. (4.65) 


EE C E =xo+ yo O= Yo MJ (4.63) ЖЭ 


sin*& 


ew Sm [аа D siye 


ав! 00 z sin? sin?20 


2 а 
x [E65 +0 —2y)sin (2y — Ë + JL па 


51120 


而 


- (ва се +125120 пгт, 
sin2 0 


anasini за 29-17. 
ИШ 2 
3 


—sin2ysin& 


W 5” 


= “улан 
се (4.63), 


Эт sin*£ 


ED 


9 ФЕ 
Г 29- ^ Е БЕТОН" 


Í] [° aF a(a-1)0(9 ӘР 
Spa ^ d sin*£ 1t Эт. d 
Б 一 
-(A2£- а^ A ert «f aA АДЕ dn + 2 Dy 
ðn Ən дп) zt ЕЗУС 2n sin? E 
т 
gw (c 23 ар (2. 22) 
US Јаз-Е 205 әт (28 27-49 
因此 有 
12812 
дЕ* ав 
= [° (9.2 ,а(8-1),19Е 
TL. 54 202 (SO Da Бач 
ӘХ _ 2) BA | ә | 
+ (©; 20 дп. Ja +Ë Ən уз ++ w) 
2Е. 4 ФЕ _ ғу 
дт la Мәті ƏEƏn /naw 


ЧЕ „а - 1) р; 
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гар | 
"E ЕЈ 


— Ээ Ба : (4.68) 


> ал ал 
= 0; а а + 入 


易 见 
(ë _ OX 
20 әт. 


另外， 因为 
Ба, b, c, D= F(a +1, 81, с+1, т), 


in- 20-6 )= 9. 


Th-v-s= 0. 
co | 
дт ШЫ 20-6 
0)-9 


« – 1) Е(о + - 
=a( 1)Е(а+1, 2-0, 2, p 


= санг наад —ctg2y), 


所 以 
_д (2F | 
95 ` әт 
再 计算 
eF ə F 
an? aan / |п- 20-6 
„МЕ Е pr (21) 2: ат) 
an? дЕдт ЭЕ әң 


је Lun 1 
na 2 sin*E ° 


pr (ёл. 0n ) 
an aban? 


дт . sinn ote. cos1 
дт 2sinË sin2y' Ən? 2sin sin2y É 


.0* _ sin(2y - E) _ < с) - ёт = -_sinncost ， 

дЕ 25іпЁ sin2y agan 2sin2Ë sin2y 
所 以 

| 本 NEA ] PEE! 

Ow bon )n-:v- — 2sin?b 7 
从 而 

т). 8. 

дп" Ean /na Е Vom |п-зу-Е -ay 

= , 1 


ma 


„(=- 13| аб ан 252 nu 


2 ѕіп?Ё 51120 
最 后 易 知 
а?л _ ам. -9(a*2),. 
ДЕ: 202 511: 20 
总 起 来 〈4.66) 变 为 
wW гр 
ə? 20 
_ [а (а – 1) a(a*2) дЕ 
( sin? sin220 ЈГ 28 Mg n 


42-1) (ei 十 2y)sin( 6-5 — 22) ] -1-— 
sin? sin20 
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_ (а (а – 1) а(ач2) а (а – 1) 
Г sin?& sin*20 |+ i 


2 sin(0— E +2y)sin(0 + Ë — 2y) ) -1 T 
51120 5 


这 正 是 〈4.63)“。 
现在 验证 (4.62) ЈЕ (4.56) HM. 已 知 在 变换 


. V (xo о = е) , (х Уо). 


sin? 2(x, 一 yo) 


F, 279 (4.53) ЖЖ 
SV _ aD alat 2) Ју, m 
9хүду, sin? (xo + yo) sin*2(x, — yo) 

由 于 是 齐 次 方程 ， 故 只 须 验 证 
У (хо уо) 

Xi У А | : 
d (2)sin*2y | [Sin2 tro- забу yo | 717a 
sin2(xo— уо) 2 


— хо + Yo д = 
323 шин Sb dna». cop 


ЇЙЛ, (4.67) ЯП (4.62) 满足 初始 条 件 即 可 。 其 中 和 、 如 前 所 


示 。 
先 设 a 之- 2， 我 们 有 
oy 
Xð Yo 
ај: 12 а? 
“ЇГ f (2y)sin* (2y) 322 
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x [inst nint) 17 perm 1.9. 
sin2(xo 一 yo) 2y-xo-5 ƏN 


хЕ(а, 1-а, 1, хату 


– f(2y0)sin® 2y) —o— 
дх 


x (2266 ујзпа(у– y9]- 17 
sin? (xy — Уо) 


-х0+ уо д 5 
422 - 4 
Е. Роа 1; ЫГ ч) 


у= yo 


сан 8 pes yo -1 
+ f (2x0) sin® (2х0) 2» ( 2 || 


„| Арса, 1-а, 1, тат} 


у- хо - Yo 


у=хо ° 
кийсин: Жэ, ща<- 2 时 


она ] -1 -$ 
0x sin2(xo— Уг) 


8 2 yo) ] -1 -1 
ду sin2(xo 一 yo) 


y=xo 
但 

a (xy 4.2 ра, 1-а,1,141 

QxoJ2y-3*»- e дт 


由 于 积分 线 重合 而 等 于 零 . 最 后 


a- Fa, 1-0, 1, dn 
дуг! 2У- х0 - Уо дт 


У= Уо» 


У= Xo 
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ë д = 
= [a -2 reino 1, 9|,2344 


+ [i-re i-e, 1, 2) 
8n 


п= Yo 


MEE д p (а, 1-а, 1, v) 


хо-уо дуодт 
д а 
Ta up sicot "ss ат. 
显然 
Ман -xo+yo= 入 |n=xo-ye = 0» 
再 有 
Ра, 1-а, 1.13, 
-a(1-a)F(1*a, 2-a, 2, т) -45) 
2 s 2 dm |у=хо 
=аа-® Е(тча, 2-а, 2, 
cos2(x, - y») — cosh sinn . 
2sin2xosin (xo + yo) 2sin(x, + yo)sin2xo d 
1722 F " 
P n ñ: . 
所 以 -5 уши Rayon | = 都 是 1 的 奇 函数 。 以 及 
入 = [stars расни m 1-1-1 
угх sind(x,— y ` 


2 (sese. cose - у) байг 
2sin2(x, — уе) 4 
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al 
z ру, 
端 最 后 一 项 积分 由 于 被 积 函数 是 的 奇 函 数 而 值 为 零 。 
现在 ， 根 据 引 理 和 易于 验证 的 事实 ， 
| а? јасне дзаго- эю )-1-@ 
дхдуо Sin2(xo 一 yo) 


都 是 7 的 偶 函 数 。 这 样 ， 〈4.69) Ж. 


y=xo 


所 以 入 


2.2 @“(а+2) | пио РОВ =1 -$ 
sin2(x, — yo) ° 


sin?2(x – y) 

最 后 得 到 
ФУ dl «(®-1) | а(ач2) | 
OxyQyo іп? y) — sin*2(xo- yo) 


а 
*o in? sin2(x,— y)sin2Cy — Yo) J -1-7 
xf» us 2 Sin2(xo 一 yo) 


一 %0+ Yo E] ~ 
+f л Ра, 1-а, 1, ram Му 


2y-Xo- yo 
=Í a(a-1) | а(а+2) 
sin? (xy + Уу) sin*2(x,— yo) * 


BBW) (4.43》， 若 引入 发 散 积分 的 有 限 部 分 C123) 将 (4.68) 
开拓 至 a < 0 情形 ， 则 上 面 结论 也 同样 成 立 。 
为 验证 满足 初始 条 件 ， 令 
У = Yo + (ж- Yo) т, 
Д] (4.62) ЖЖ 
2Г(— а) 5іп!*92(х,- yo) 
Мен r(-2) PUTET" 
2 
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1 
х | f (Зуб +2 (хо - Yo) z sin" (2y, + 2 (xo — yo) t 3 


а 


х{[#а2(х yo (1 – т)зїп2 (xo— y) =] Жас! 


а 

-х0+ yo + 2 -1-— 2 
- 一 一 2 

бо -ye) Cr- D [ic цайг RR CN 2 an 


(хуу (21-D+N i G=) @т-1)-п 
2 2 


— sin? (Уз + (Xa — yo) т) Ча (хо + yo) 


sin. 


F (0,1-0,1, 


dn] - удах, 


让 xo- y. 0, MEEN 的 积分 为 零 ， 注 意 到 


(xv — Yosin! *^2(xo — yo) 


6-5 о Ч 1+ € 
(sin2(x,- yo)(1-T)sin2 (xo 一 yo)T] 2 
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| 


Y 


= Kay B(- o. -5) 


2 2 
= + 
= f (2y). 
ðu _ ди = А 
25 = w) y。= 0 也 可 仿 C121] 中 一 样 进行 验证 
ж 考虑 方程 


_ ___В'р(т) Ву cE) 
"nT Еу Фот) ФЕ) y m 


. 


(4.70) 


其 中 B，B’ =const，q 是 单调 函数 ， 具 有 所 需 的 导数 , Ж (2) 
的 变数 分 离 解 ， 令 4 (5，7)= у (Е) (т), WA 


' (1)- Реп) , g 
F (5)9' (п) ФФ)! (Е) 9 (1) 


Bo'/CE) / Е 
tg- (9 E 


从 而 
f (Ë) tol 2(1) 
PEER CO фе) 79D Вр ту 20e, 
其 中 + 是 分 离 常 数 。 由 此 得 / (29 (1 ) 的 常 微分 方程 
ИМ. ВФЕ) 
fet) Plt)- PEY 
#'(т)_ Bgo) 
gm) 9(t)-9(n)* 
并 且 不 难 求 出 它们 的 解 分 别 为 
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FLP) -PEP 
9(1)=(4(#)-Ф(1) 7, 
Bur He 
LPC -PET ВС) - TE DER 
对 分 离 常数 t 进行 连续 选 加 后 ， 可 得 〈 2 ) 更 为 一 般 的 解 


B 
[FOE «свег ea» dec. 
(4.71) 


ЗХЭРРЖЕЙВЖ, А, BRERA W. 经 过 简单 的 论证 ， 可 以 
推出 ， 如 将 〈 3 ) 的 积分 限 改 为 特征 坐标 


fr DOG -9 (DJ (D) - 9012 de CE, 


(4.72) 
也 是 (4.700 的 解 ，〈 其 中 设 中 为 单 增 函 数 ) . 
如 果 对 方程 〈4.70) 进行 未 知 函 数 变换 ， 令 
и(5, п)=(Ф(Е)— P(n) ВИ z (E, т), 
(4.73) 


uË =(0(Ë)-q(n)J'|5-02E + (1- B - В) 
x(9 CE) -PnP E) 2, 

и1= [9 (5) -pnd Rz- (1 - B- В) 
х(ФСЕ)-Ф(1)1:8-8/ф/(2) 2, 

ит = (ФСЕ) - e (1) Peze- (1 - B - B^ 
x[9 (Е) - ФОП) 89g (1)2, 
+(1 - B-BOC9 CE) - 9 nI g (E га 
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ma wur 


*( - В - ВСВ +8/) (Е) -pI 7 9^7 
|. Xq9'(E)o'(1) 2, 
代入 方程 (4.70) 得 


= 1-8-8/ _(1-B)q (п) : 
ОРОО -ФСОУ-Р a - БҮС 


O -BOPE 9 = 4.74) 
"сисе" š t 


Wz(E, п) (4.70) 同类 的 方程 ， 只 是 其 中 B ВМ 
KU1-B', 1-8, «uut, n; B, В’) Жж (2) 的 解 ， 
上 述 事 实 可 以 写 为 
и(Е, n B, В’) 
z[(e(E) - 9 (n) IBB и (E, n;1-B, 1-8), 
(4.75) 


H (4.72) Яй (4.75) 立即 推出 方程 (4.70) 有 另 一 含 任意 
函数 G 的 解 


CEDETTE) увс £X - ФСР )]B/-: 
x(9Ct)-qocn)J8-!dq( t), (4.76) 


总 起 来 我 们 就 得 到 方程 (2) ЗЕМЕЖИЖЕ, СКМ 
— C B +B’ 1 时》 


u (Ë, т) = [rote -PHIL - (278 
CO dt [g (Ë) СОСО) -e(D38 7: 
х(9(81-Ф(192810/ (1334! o<, 1, UTT 
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有 了 这 个 解 的 表达 式 ， 我 们 就 不 难 将 EPD 方 程 的 许多 结果 推 
JB) (4.70) 。 下 面 以 奇 性 第 三 问题 为 例 。 


№№ (4.77) 变 成 另 一 形式 . 令 
Ф(Ф)=Ф(&)(1-т)+Ф(П)т, 


则 
Ф(&)-Ф(ї1)=Ф(®&)-Ф(п)Лт, 


PF- PN = (Ф(Е)-® (12311), 
de(t) = (9 (E) - Ф (n)Jdz, 

积分 限 变 为 由 0 到 1， (4.77) ЖЖ 
“‹&, п) = CO (E) -P PWA Pro) т) 
*9(1) 237? 1 -Pdre ссе са -4) 


*9(0):7:971(1 -138-14т, (4.77)! 


现在 考虑 方程 (4.70〉 的 奇 性 第 三 问题 ， 
ало  о<ф}<1, Ва ужа, 
| E)= < (Ë), 
и(Е, 0)=7У(Е), т (09-40), 
在 (477 4$ 5-1 得 
ср) = ЕСФ СО [tO -pdr 
= B(B, ВОРСФ(Е)Ј, 
因此 FF 被 + 确定， 其 中 为 贝塔 函数 .代入 到 (4,47) IHRER 
= 0 得 
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т 


мөн 


ОНО 'ecoceco s coy? 


Сф) 9 CO) ВФ CtOdt - | (Ë). (4.78) 


其 中 中 (8 ) 是 已 知 函 数 。 奇异 积分 方程 (4.78) 中 的 积分 算 子 是 
所 谓 的 Kober 算 子 c67"?7。 要 确定 G 则 须 解 积分 方程 


Еее - обор би сија = Teo. алә’ 
上 式 两 端 乘 以 [9 CE) - Ф CC0287 BEXE o (CO Hr 0 到 上 积分 


[Кә «вафо Gu ce) eco»? 


, -E fecto 
ep сөр ger" 


左 端 交换 积分 顺序 后 再 令 
ФСС) Ф(Е)(1- 304 CE 9, 


注意 
Ї хөв - ФСЈ СЕ) -e c9 coat 
afir (1 – ту Ват 


=В(В, 1-В). 
因此 


490), 


G (t) аф (D = — 
f 9 0 = «B, CENT cs 


两 边 对 8 求 导 即 可 解 出 G， 
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1 d fet) _ do(t) 
B(8,1- B) dE СФЕ) -we 5 


由 此 可 诱导 出 Kober 算 子 


IS FG) 00377 FCC ct) 


G(E)= 


= Ф (+ )J%-1[ @ IY Gt) dt 
的 一 系列 性 质 ， 


$3. 奇 线 是 一 条 特征 线 的 方程 
考虑 方程 ; 


Онтон а, b=const, (4.79) 


RIA ЖКапилевич h KHC, ЖЛ ИЕ E = 0 
为 奇 线 ， 所 以 和 EPD 方 程 有 本 质 的 区 别 , 不 可 能 化 为 EPD 方 程 。 
但 其 一 系列 性 质 又 与 EPD 方 程 相仿 ， 这 是 因为 车 在 


В! В 


"agint pn? 
Ч, Флет, Muns Pus, FERH 
Bp 
p a 
Ph и z чт, = 0, 
7g" т 
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2 и; + 
Б-р š ри 


ua = 0. 


Мир, 7 


令 B' 僵 co， 再 将 nm: 写 为 ， 即 得 
B 


Uen— ru ке. 
所 以 此 方程 是 EPD 方程 的 极限 情形 ， 本 节 前 四 段 考虑 (4.79) 
的 Riemann 函 数 。 特 征 问题 的 解 ， 最 后 建立 其 与 EPD 方程 的 联 
1. 方 程 fFa( 5) = 0 的 若干 性 质 
1 ) 考虑 更 一 般 的 方程 


а b c 
uk t Lp += 0。 


£ ` £ ' Е 


易 算出 不 变量 为 = 200102, а шон 因此 ， 可 以 


找到 这 样 的 c ба, d 


h 511 — 1), aC56 - 1)- € 
Е? Е? 


, 


Bla;b;-a,-ab—-a-c, a,b,=ab-c, а, = а, Ь,= b-— 
2. RAE 
a 
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ь-2 
a 
Uent та + £ 
5 (4.79) 有 相同 的 不 变量 。 因 此 ， 在 未 知 函 数 的 乘 子 变换 下 ， 


(4.79) 可 化 为 (4.80) 。 不 难 找到 乘 子 为 5 0, РЖ, Фи= 


un= 0. (4.80) 


Ë аш, M) (4.79) 化 为 
b-£ 
Ugy + тас Е SS 0. 
对 (4.79), ШЖЖ Л, А90, ща= 0, 5-0, 6-1 
三 种 情形 ，Fa( 5)= ОБА. ЖЕ, Ма-ОШН, 7 
程 为 


b 


чыт =" 0. 


易 解 出 4 (E, п) = |q(n)dn+ С), 


b= 0 时 ， 方 程 变 为 
ut pro 0. 


283 
шэн 
b = 1 时 ， 方 程 可 写 为 
Би + aug +и = 0, 
即 (Eun+au)s= 0. 
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201 
于 是 得 到 4 (Ë, n)=e 54(Е) 45100, 


类 似 于 第 一 章 ， 利 用 瀑布 法 可 证 ， b 为 正 、 负 整数 时 ， 均 为 
可 积 情形 。 | 

2) 递 推 式 

345 (0) 为 Fe(5)= 0 的 解 ， 则 将 (4.79) 写 为 


Би + aus + bun= 0 。 
对 微分 ， 得 

E мрт a (uet(b+1)(u):= 0, 
从 而 有 


52-806 +m), аль 


其 次 ， 将 Fa( 56) = 0 写 为 


(ЕТО инва 


方程 再 对 微 商 一 次 ， 得 


Багт БЕН Es и = 
Ни, = ш iU BRUIT 14° uyt ч 
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方程 变 为 


mr Tu t 5 : + 名 := 0. 
Фи = ЕР, 即 得 


Vent EVet SE '. 


WV = 4 (6 + 1)， 所 以 ， моь) асв 


"т £ ô К 
H (5*4 u(b)= u(b +m). 


ЖИКС 65) = 0 改写 为 

(еер) зрна 

"(asp (и) 
20) 


wey =u; М 


uti Ora -0. 
xm 微 商 一 次 ， 得 
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„ёи (ЈА 
дЕ 


(4.8D^ 


22:3 6) = 


и а Фан 


一 5 
Жиђ=и_1- Eu 和 пи TU 


+? 
代入 ， 得 
Hgy t-g- „+ i m* p 0. 


4u.-bUE, 8 
рыбе Тул=о, 
tx t Е " 


从 而 有 
(i+ )u =u- 1), 
a Qn 
(4.82). 
(1 4 n5 co» uC m. 
а Qn 


МАЊЕМ, 450, -1, – 2, +, - (т + 1)B, Falb + 
m)= 0 的 解 可 通过 (4.81) , (4.807, 351, 2, 
ey mif, Fal- m) = ОЮ НЕ. СБ) = 0 的 解 通 过 
(4.82) 导出 ， 因 此 只 须 对 0 过 5 过 1 求 出 解 的 一 般 表达 式 。 
3 ) 变换 群 
通过 计算 不 难 表 明 ， 方程 Fa( Ь) = 0 在 变换 
EET 
Пса +1 


下 不 变量 不 变 ， ИЕ 
M, п)=ехр (|| 


» N=ÀN +c: 


b 
enD He 
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[eiie - i)a} 


= етра (ct + 1) жоп} 


- 


= 010016 + 197, 
BB, жи(Е, т ) 是 方程 Fa(8) = 0 的 解 ， n = 


u (Е, п) = (үе +D "vem E inte) 
$ 


也 是 方程 的 解 。 
2. Riemann $& 
方程 Fa( 5) = 0ffRiemanniR V (E, mi Eo n) 应 是 下 


列 问题 的 解 ， 


M^) =Fra- iE -0, 
š 


Е? 
Ил =— 
Yeh E 
пет 
-801-19 
ау |= юл akk "E Е Е; О 
2 а (n – по 
MVls=t = exp ( E, ) 
Vel. b EE ЕМЕСЕ, (4.83) 
Thra E lnV УУ ng [E= o 5 | 
= (Е | 
Ра и 
УГ Цэ . 
n= LN 
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我 们 还 是 通过 求 特 解 的 方法 求 出 一 类 含 几 个 参 变数 的 解 ， 然 后 适 
当选 择 参数 得 到 Riemann 函数 。 试 求 M (J= 0 f É inv = 


ES Crit = a TORIR WRH, AMC = 0， 得 到 
-ай а БИО +O -ef ОО - LPO vef 


ebf' св))= 0, 


в 
tf'(t)Ca-ecb – јр (1) – (1-с) є (Р) = 0, 
(4.84) 


这 是 常 微 分 方程 ， 称 为 合流 超 几何 方程 ， 它 可 由 超 几何 方程 的 两 
个 奇 点 1 与 co 相合 时 得 到 。 
在 超 几何 方程 


t(1-Df”(t)+[c—-(a+b+1) # )]' (+) –—ађј(1 ) = 0 


н, жвае, ЖЕНОМ, A 


a(i- ro +6[e- (a+b+ p] Ри) - baf(t) = 0, 


即 
t t) 
1- 二 10+ [авро ау = o. 
4 beo, fü 
CO) Co - Ef CO caf CE) = 0. 


这 个 方程 0 ，ce 两 个 奇 点 ， 2 与 合流 ， 故 称 为 合流 超 几 何方 
&. 
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在 超 几 何 函 数 


Fla, b, с, 2)= Мб) an 
n=0 СС) 


中 ， UTR: #4 bo, | 


Can тфа, с, 0,7 


пгот (С) 
Вол, М (V) = 0 有 特 解 
° = 2 ат 
(1-6 1-е+5, FH) (4.85) 


由 于 合流 超 几 何方 程 与 超 几 何方 程 有 如 上 关系 ， 所 以 前 者 的 
解 一 一 合流 超 几何 函数 都 可 以 由 超 几 何 函 数 取 极 限 而 得 到 ， 例 
如 ， 超 几何 级 数 的 积分 表达 式 


а Tee) Jn —_1)-%-1 
FG, b, е, Do y zh a-ot* 
x (1 — zt) 7а? 


中 ， 以 二 代替 2， 得 到 


Гос) la- -a- 
b, с, =)=_____-_( | imas nest 
Е(а, ‚° 2) гу, a-i) 


х ( 1- =) за, 
利用 lim (1-2) ее, а 


316 


lim F(a, b, с, Z)= оса, с, 2) 
В-оос 5 


Tee) 1 ja-1 0-a- let, 
- did был sss b Ë == dt 
Frits), а , € 


-TO 人 1 -Lyce 


Г(с)е*г®-° f а 1 - лет, | 


= Tea) (c – а) 7» 
又 如 由 超 几 何 级 数 的 关系 式 
F(a, b, с, 2) = (1-2) F(b, с-а, er 


将 2 代入 也， 令 5b 广 co， 即 得 


фа, с, 2) =lim (1 -人 c-a, с, ==) 


=еф(е-а, с, - 2), 


现在 回 到 M[V]= 0, =Ë, пећи tes М 
сЁ, +1 


[V]= 0 化 为 
оу, мун 
š, s Ë (с151+1) Ы о: 


AV Gs n) = (c Ë 7e" и (Бү, та» 
ро (бр nod 
а 


En 


Vtm- 


b a =. 
Мал Зиг mgr" =0. 
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XXJEMCV3- 0， 由 前 面 求 出 的 特 解 ， 得 到 M C32 0 fo 8 
参数 的 解 为 


5 АЕ . 
cs(c, Ë +1)be (р) 


хф 1-5 1-с+6, 


b Gk +DQb+eo 1 
АЕ 


其 中 c, су, co су 103. 
现在 我 们 来 选择 任意 常数 使 得 满足 Riemann 条 件 (4.83). 


Ф (а, c, 002 1, Зе (5D Отс) we -8, п 
, , ЕД AE 0» 


= по Ж, Атос, = 0, с, = - Апослбо+1= 0, c= 
-E 另 外 ,要 使 9 = пиву = (2) 显然 必须 e= bb X = La 
0 0 0 


及 cs = обале, ЖЕ, 


a(- по) 
Vi--e t 
也 满足 。 因 此 ， 
РУСЕ, 138614) 
901-10) 
„(Буе È 1, а (Е) т 1) 
Qe врења uc 
Й (4.86) 
由 于 合流 超 几 何 级 数 的 收敛 半径 是 ce (因为 
Hm 09а уљу 《am cuni 
noo n) (С) (n—1)1(c)a-i 


= li “(ажп-1) 2 
ле + 1) o), 
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Bub, Ма; отива, (4.36) 都 是 有 定义 的 。 、 


3。Goursat 问 题 
1, 设 co>>0，0<5<<1， 考 虑 如 下 问题 ， 


Еа(5)=0, 
| нь п)у= ј(п), 0&1< +оо, (4.87) 


и(5, 0) = 9(Е), 0<Ё< +оо, 
如 图 9， 在 特征 矩形 口 MPQR 上 应 用 Green 公 式 于 人 恒等式， 


P (sm) М (50, m) 


01 Qc, 0) R (to, 0) 
图 9 
рч)” “(ол vg- iut) 
= —. ac (и - ит УР) (р m +w), 
# ч F.C b) = 0 的 解 ，v 是 Riemann 函 数 ， 则 有 


E 1 = 2а т 2 
9 eo uun Pu ) no uvg 


+22 Jag 
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ге 4Г (vu— uvg +204 yate | (ом ED 
+ mus јап -1 falon -uv + 2 Jag 
+ 二 人 (mm Re јап 


= -4 соне | Ч, "(nto 


а (o в 
++ (ио) ле |Р— 人 и (w- gio ди |; 


5 «(үрг)» Qon И - 
f «(га-г Jan, 


利用 (4.83) ， 得 到 
0 = и (бо n)-v(£, Пуё, По) и (2 , Чо) 
+u(e, ОзЁ» nòu, 0)— о (Е, O Eo пош(Ео 0) 


-ff (n= чт + jc u( v- raus 


(вто = v (e, na Бо n)u(e, по) + у (o0 Eoo). 
u (Eo 0) - о (е, 03, п) ч (Е, 0+] 


«(он г) ап (nto) 
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Е 
q 


4 
"(e m)*e "g(bO-g(eDv(e, 0316 по 
° 
- fue, по) Сот (2, m Ё по) == 2 Ce T Бапа Ја 


- ace, iu no - ийн Би nad. 


(4.88) 
2-0) 


注意 Riemann 函数 o = (B. 


a (š – Бо m — n) 
хФ(а- 6, 1, SE » 
利用 
-d (a, с, о)=Ф(а +1, с+1, 0), 


do 
ГУЙ Нот, оғ, 


01-10) 
В] 


пр» =(1 – (уе 


a (E-E) —no)y a (Ёс- 5), 
аль, Ше ы 
80-10) | 
5_(Е t 
w E= (e) 
хФ(2-5, 2, о GT, 
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f t-- 0 Bl, faccum. же, ялетал 
何 函 数 浙 近 展开 式 〔122] 


4 (а, с, РЕ) ets ga 


S (1) Со) (1-с+0)„ } DCC) „а-а 
x(1 42i nC оо СО) a 


х(1 + 3100 * «O7 оь}, 


n=1 nz” 
得 到 
(= 1) 1g) 
(1-5, 1, a) О, 
M Г) 
于 是 
$u-5, 1, e)» feo, 
a( – по» 


所 以 ， pU Бал 08 (то 15-е Eo /TCD)。 


ЖИ, 34 £ — O BJ, о ЫН шлан а9-18679 (по 1)5-:, 


BiU, (4.87) 最 后 一 个 积分 可 积 。 
而 


(5E，038o по - св, 056 по 


NT 
s ie BEDS 8, 20), 
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у (бо 0,5» По) = ет 
最 后 得 到 


и (Eo по) 


К 
= 9(Eo)e Š + 


5 (e Lala 
_a mo b 


сто 
En -bano , t (90 
xe fat y D чат, [во 


в -атц(56-1) 
хї-їф(2-ь, 2, =“ 0а 


=и, фи, фи, (4.89) 


我 们 验证 (4.89) 满足 定 解 条 件 和 方程 。 先 验证 满足 定 解 条 件 ， 
и: (0, то Sum g боје wis 


по ES b-1 
(0, по = lim rie) [у feom-o 


_в 5-9 DJ 
xe Бф 


= lim e]. Б f(n.-5 er) ee le-"d< 


"FE f Go f etia foi, 


ОВО, EDS 
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e(2- 5 2, ео) 


(ев 
3: Е 2 [ox -二 red . 
с 


Г(2-0)ГС5) 2° 
с = anolo- t) ? 
所 以 
а-ал, “Efè 
m LU o g(t 
u (Éo По) ГОГ Г ( ) 


Е бис t 2e [+ ын 1 - Tyre tacdt, 


因此 积分 在 t+ = 0 处 收敛 ， 由 


E -any(E,- Ё) 
(есь 2, те. 


TTG m Lgh o - t)” ledt, 
所 以 ，+ = Ë, 时， 积分 也 收敛 。 因而 E> 0 时 ， u (0, n)— 
0. #u(0, то) = f (по. 

同样 可 证 mo= O BF, ú (Ëo 0)= 960. 

其 次 ， 验 证 (4.89) WERE. Хи, (бо По) 


= 9(Ëo) e ”各 ， 直 接 计 算 表 明 


ano 
аи; үа Oui, b Qu, _a(1- b) Ute 
一 -二 -+ 一 = —g() e 。 
дЕсдђо Eo OEo Ë дт Hu : 
(4.90) 
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对 于 xz， 有 


5 .8Чпс-9 
шэн ® aya 


_ o]w-b 
2. 1 528) _ 4)b-1 b ра 
т) а-о Реда, 
502184) 
ЁНТ +2 ди, n Qui. 1 (2) ь-1 
= (1- t) 
дБодто Eo Ë, MEETS rox "yf. 


901-0. 
xe to (5 os н f QD 


= уст + = и сву) а, (4.91) 
0 0 


将 上 式 右 边 第 四 项 分 部 积分 ， 得 


ао (1-0 


а) Г iQ- ӨӨ Бо f! (тоа: 


To 


5 "ra Ар 
am 1-5 


2 a-pe 8 f- si Ef сы) 


an (1-5 


етю 08-06 b Jat 


"F 
+L )- MD fa, 


HERRA (4.91) , Ви, Р.Б) = 0 的 解 。 
景 后 验证 us (&o， по. УЖ 
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__а(1 - 5 )(' 5-14 (2-62 207 Оле 
u= кезш A (52, 8 )at 


ет. 
xe b, 
ç š „ло 
а диз а со, _а°(1-Ь)%„ 5 
Бед, Ea ° Ë ' Ба 


ano 
ant др all- b)i, E 
xf (5,0) + tr^! фа: Ри = е 


х ааыр “41-04, 


| _ вто 
b диз. b u, - -95 ш, +9261 Z bdo t 
Ea Е, t Eo 
x fora = уа, 
3 2 Im. 
aus _ __1 и, + За а, -2 (1- 0n, 和 
95,0", 567, ES Е 
t iari aarp ah, авс = БМ 
x fatta - oar ms + OL 
ano вто 
220. 1-5) == 
- xe t 'onta-ra-* 977, b 
D ° 
209; 


Loy 5-1 a*(1 — b) Eo 
ха (ЭГ Фаст е 


1 
x [ o ыза, 
9 
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B Ц 
Эн, Tb И 
[5 1] 


„ш. 
-alU AN Du, fa - tdt 


-a 
4.91 7 5) to [ама - а 
ВУ 0 


PLE - Бут 
Е“ 


fga - 1)36!dt, 
зов, [o ыза о ыз Piae 269 – 
tr [oco а= 22-2 = 5-1, 25:25: 
arwa, 

注意 当 t ~ 0 时 ， -> KUM t> oR 


$ (2-5, 2, = == эч хаб. 3). 


1 Е“ Ens 


TORIA, =0(#-?), 
TO -1) 30 ‹ 


mo 
EU Eo b f'g ED- - оф 
Ë ° | 
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а 
„ат о fde DIa -pdt 
= = odt : 


ED 


ano | 
5 -20-DW ы | цөс СОН 
ы ° 


„ш. 
+ "1-00-09, to fogna ээн 


t 


а 
De, остан, 
$ 0 


a*(1- 
420-5 
| 5 
因此 | 
ди. из 3а 0h, 901-0), b g (Èo) 
из = 一 一 3 в цан 1 
ы bm Бе o | 
ia 
„лама w E gegat 
0 


Qm 
Ë ° 
„Эм. 
а-чу 8 [оа „еа 
ы ° 
: И ИН 
420 Ae у ыу 


Ev 


328 


ano 
a(1—- oN , "E | өү 0 
-AUEN e ДЕ; (1 一 1) 中 df 


Е а?ь(1 一 юм [еза - t)à'dt, 
ES Е 
从 而 ， 代 入 Fa( 56)， 经 过 整理 得 到 


ди, а ди; b Qus 


OE, | Бо 956 Eo 0% 


) ( 5) - 
= ga Ea e ® g(&9 


„416, 
p2 ш b) bo [КЖ 


ато 
at(1- b), E (^ o 25 yr. t 
EN =. e [а оф”а 


2 -Pp 
29 отрм, Eo 人 go 
° 


<m. 
POS. Eo Nc +(2 -o)# 
0 


en 
-q- bpd- 26,0, b 060 
LJ 


329 


в (1-6) Б 
а тек э geo 


Әди; d Qu, b ди, 


0E", Е, ƏË Eo д" 


验证 完毕 。 
5. RR 86 — M9 АХ 
在 EPD 方 程 
ER 


un= 0 


В,4Ф8-5, n = 人， 再 让 B'->co 即 得 Fe(8) = 0 。 相 应 的 


В’ 
БЕЛУ 
foco- onte ома 
得 到 的 解 
£ 2359 _ ат, -BA -B/ 
| foc юл(1 53) (Pat. 
po 
ibB/—eo, ШЖ 


t 221 ' A 
Поб -Dre t arseit['ieoa- ne Ua, 
再 由 5 中 的 xs 《因为 它 满足 方程 一 “对 任何 的 也) 
8(1-9 


r&y Ja - оке E ftdt, 
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Ex (п) -ф(лэ 5 IE, 18 


am- 


(De оте t dt 
1 E 
-(2)] фар (а - D е 50 – ав 
Е 0 
因此 ，Fa( 8 ) = 0 有 含 两 个 任意 函数 中 ， 由 的 一 般 解 


.anü-D 
u, лэ (555) |фара-тее È 4 


n. 


+£! KD ü- £)7e За, 0b«1. (4.92) 
车 在 EPD 方 程 的 Riemann 函 数 


9(&,П; Бо, T) 


2 (Е -1)8"8/ , (Eo— E) (n 71) 
=— __-_____ По E- AE PEST 
(Е - ПОВ! (Е, – "P (в 4 (5-10656- 


中 ， 令 人 = n, ñ= ЛЖ! 


p В’ 
а ув 
(Ес 2-2 d di (1-22 y 
E-n (86-09 Е, P'E 
В’ 
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«(- 29)" (Eo (0-1). аът) 
п-т (g -oF 


ET em 
о (5, Ty Бо n) 


пуч regem) 
E, 


这 正 是 Fa( 6) = 0 的 Riemann 函 数 (WI). 
最 后 指出 ，〈4.92〉 中 第 一 项 也 可 由 EPD 方 程 中 解 的 一 般 表 
达 式 中 的 另 一 项 . 


(& АК CECE = 97100 п)В- а? 


取 极 限 而 得 到 。 
事实 上 ， 当代 之 以 8 后 ЭР 

则 得 
CO 
(574 


зави (s, + )= есе, (е от) и. 


201 = : 
xe b, (Еду) Sie ,代入 得 到 ( 令 B'>oo) 
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g 
(еа) f£ (e Xr Ja es 


84-09 


х pee [7 о сете * dt, 


am moe» l'àcoc - oft m- ofa 则 得 


与 4.92 右 方 第 一式 相同 。 


$4. 高 维 空间 的 Darboux 方 程 
ЖЕНИ n + 1 维 空间 中 的 Darboux 方 程 的 定 解 问题 


Өр -1u-Ao=0， 
P 


р(х, Q)= (x; +, Ху)» ог(х, 0)=0. 


n 
Je, ey x) € RH, Ло ila Laplace Ж F. 
i= i 


шп 1H, 就 是 B = B' = 二 了 工时 的 EPD 方 程 。 


我 们 的 主要 目的 建立 上 述 方程 与 4 + 1 维 波动 方程 之 间 的 关 
系 ， 在 同一 类 定 解 问题 中 寻求 其 内 在 联系 。 
144 (5) 44 (ху, s Хаду ЖЩ (хуу +, Xn) 为 中 
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№ r 为 半径 的 球面 平均 值 


cd 5 + da. 
Vv(%, ғ) = 2 (х + Вг) а@ = -fef (x+Br) do, 
| (4.93) 
其 中 B (Bi, ~, Bu) 为 矢 径 了 的 方向 余弦 ，Q; 为 半径 为 7 的 球 


面 ， Зуи @, 为 半径 为 1 的 球面 ， 即 2Be= 1, 
d@Q 是 9, 的 面积 元 ，do 是 单位 超 球面 的 面积 元 ov 为 9 的 面积 ， 


On 一 


1 _r3，do=dB，dQ=rn-ido。 我 们 有 
r ; 
2 
51813 — (4.93) 是 如 下 Cauchy 问 题 的 解 ， 


Urr +17 l, -Au= 0, 
T ` 
Í (4.94) 


u(x, 0) = jj (x), и,(х, 0)= 0. 


证 明 Av-3- = 1 |... Aq Brodo, 
Фа “Q; 


ахд 


v2] 1 тн 2) 


215 [x 99 „во 
Фа JQ,Ji-109; 


= -fa [58 da o 
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ге Я| сша а. | pan 


? 
ЗӨВ, ба +Виљ aL 是 球 的 外 法 向 导数 ， G, X Q, Bi Ë s 


体 ，dv 为 体积 元 素 。 
上 式 中 ， 我 们 已 利用 了 Stokes 公 式 ， 此 外 


Urr = — 2 ЕРЕ [Аз] 


Or \ Onr 


= ар m fado ват des xz [м 


-= w [ао + - 1 4 js | маа 
с, r 


Onr” 


=- n Tl, +A, 
> 


故 v (x ，r ) 满 足 方程 。 
5 а NS 
vr, 0)=j (x) adi өл $n. 


由 积分 中 值 公式 ， 得 


1 
=. Д 
Ur ym | “| 0 (х +В”) dv, 


li = 
ишсе; r) = іт == 2 : модоор 


bp 
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= lim 
гэ-0 Фаг"! 


Aj ofa » јао 


3 Lira d GENRES 


r-0 Фа 


0* 为 G1 球体 内 一 点 。 证 完 。 
， 下 面 我 们 寻求 球 平均 函数 v(x，7 ) 与 波动 方程 的 关系 。 
如 果 我 们 假定 函数 由 (x:，…， xa) = P (x1) 仅 依赖 于 一 个 单 
独 变量 x:， 且 它 关于 x 两 次 连续 可 微 ， 则 


=0. 


v(x, r) “2128 (х +Br)do 
sz Са + Вл") ах. 
注意 到 


Е ІА) ^ 122: 


Ву + + а = 1 


=2 e E Үз «(Жу «(Ly amat. 


B? Ваза 


„= У1- В, Ва 28... Ri 7 
ПИ ИЕ Јн“ пе: 


(51,989, п- 1, FË 


1 
Фа=2 m E ____1______ бави, 
! +. +В? K1 V1-B: —- e- В, 
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Phe G ый T 


48,-a-B5*u, j22, и, n-1, WE 


2-2 zi 
Фа=2 | … (1 一 Bi2) 2 [а-во 2 
ро2+ nn - 141 


1. 
x (1-hB2- pha) 2 Јавља ил -ла8, 


-2| а-ве "Рав, | -f 


иа ера Sl 


1 
х (1-2-6. иза) Фау ыа 


п-3 
2 


1 
ov- а-В® аВ:. 


= 1 ... " = Фи-1 
Ао (z, r)= ess саводо = Se 


n-3 


xf t ea +В - а -BD Таб. HERTAN ж 9 Bi 
次 ， 得 到 


' ns 
Аоба, ту = Sc [^ eros +B) B 2 di. 


因 v (x，r ) 满 足 Darboux 方 程 ， 故 有 


п-3 
alo, eoe Дон Заа |" феса +Ви) a-B E dp . 
r Фа Ј-1 


对 v(x，7 ) 右 边 施 行 变换 ， 得 到 
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cx r= fie Bn +66 Br)] 
п-3 
(1- В, 2 dB... 
ERARO, Р) = ф(х, +В.) 44(х:-8:0138 8 
2 _2Ф 


-2:9, ; =Bir， 


ox, де 


ЯФ(х, 0)=2ф(х), Ф,(х, 0)=0, РЕН 


п-3 


Ф, 1 
ох, п) ht зика, "Во а - Bio 2 ав, 
Фа , 


Коби (xb 上 ) 是 一 维 波动 方程 Cauchy 问 题 
Utt = Пагу 
u(x, 0)= ф(х), 
щ(х, 0)= 0 


的 解 。 将 其 结果 推广 到 7 维 波动 方程 ,我们 有 
定理 14 ври бо + Ху, t) 是 nw 维 波动 方程 Canchy 问 题 


u(x, 0)= 0 Gu те, Хај 
щ(х, 0)= 0 
的 解 ， 则 ” 维 Darboux 方 程 定 解 问题 - 
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п 
0+. 


əv 
ДРЕ xs 


2 = 0, 


о(х, 0) = bGa, n ха), 


wx, 0) = 0 
的 解 由 下 式 给 出 


А 2-3 
“ба, rye вш иба, нө xe РВУ Be) 2 dB, 
о -1 


155 


25 On- i > 
证 明 áv = rf ма 85 2 dg 


3 


1 [| с rB) a-p») : dB, 


On- 


Urrt 


п-3 
"өн Өв Сша -В9 E 
r Oa verd 


п-3 
Таа-ВЭ 2 348) 


-Ө-Ч|, g= i 


п”-1 шэн Ue 
Виа Вә ? eu -B 2 348) 


n-1 
mem 1 ` бина, rB) (1-В*) 2 JaB 


п-3 
НЯ? rB) A-B?) 2 ав } 
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П 20 
оба [ usto, тв) Q7 B5 2 dB = Av, 
Op J-i 
Жо 0, r ?满足 Darboux 方 程 。 又 f 
п-3 
vx, 0)-98:4| u(x, o)1- B5 #48 
On J-1 
п-3 
„бал u(x, of а-Вә Зав 
On -1 


=и(х, 0)-4(х), 
由 前 面 关于 @% 的 推理 ， 得 
n-3 


v, (x osa f! Bux, 0)(1-8*) 2 dB= o. ` 
Фа J-1 р 


我 们 继续 研究 上 述 问 题 。 注 意 到 
[fs (x + Br)do 
On “а 


Ф 1 2-3 
= Laif’ исетв)а-В T d. 
On J-1 


利用 这 一 关系 式 ， 我 们 可 解 定理 14 的 送 定 理 ， 即 由 Darbouzx 方 f 
Hiv, ) 求 得 波动 方程 的 解 。 事实 上 ， 这 只 须 求 如 下 积分 
Z8 


ос | «eba-B» Зав, 
由 于 波动 方程 Cauchy 问 题 u(x，0 ) 一 0 及 波动 方程 一 般 解 的 
HWA u С, ) 关 于 + 是 偶 函 数 , 故 v(r)= 2 [и cr) 
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n-3 
x (1- В) 248, &rf- Vo, r-Vs, 于 是 


一 * — „еј ET 
у (И 5) =>ј vom = o) 2 52 9, 
гу о 


2-2 "aa п-3 
s ToD f (о-о) 2 do, 
а 


我 们 反 解 上 述 方程 。 当 пора, "ТАНИ, РА 


п-1 п-2, 


(4-1 v (Vs)s 3) 


п-3 -3 
= ( d ут а (и (о) Соу do 
ds ds Jo Vo 


NETTES r хөл 2077) (s Le) ^T do 


n-5 一 п-7 
2-3 п- 5ү d у (* и (Ио) NY er 
к= 5 ( | 2? (s- а) 2 da 


(La a (bem. 


于 是 
п-1 2 
ии =— Vs (4) z (ves 2 ]. 


从 而 
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Vx ә = 
(x, = 59 (х, 4 
idu E 
34 n 为 偶数 时 ， 对 下 式 


n-2 — n 
v(Vs)s 2 205 == -o0)3. lgo 
o 5-9 


两 边关 于 s 同 施行 二 次 微分 ， 得 到 


n 1-2. 
aD [enm s z] 
n-2 s Ж. 
БЕДНА чо) __1 (s= oz las, 
ds 45 yo Vs-o 


RATEM TA 


DE 


这 是 一 个 Abel 积 分 方程 ， 利 用 第 二 章 同样 技巧 ， 可 得 
и (Уз) 
vs 


p d (У 75) 5, – ву" Tia; 
2 . 
变 回 原 变量 ， 得 到 | 
u(x, 1)= EF | ево Gs Эй, 
-ri 


«o 
注 、 在 下 一 章 将 会 看 到 ， 利 用 分 数 阶 微 积 分 知识 ， 上 述 结果 是 容 
易 得 到 的 。 
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иж 分 数 阶 积分 算 子 


Euler-Poisson-Darboux 方程 最 重要 的 性 质 之 一 ， 就 是 不 同 
参数 的 解 之 间 存 在 一 些 递 推 关系 ， 这 些 递 推 关系 刻 划 了 不 同 
参数 所 对 应 的 方程 之 间 的 内 在 联系 。 而 这 种 特殊 的 属性 最 先 由 
Weinstein 所 注意 。1954 年 ， 他 发 现 方程 


Ly (u) = uut + u+X[uJ)= 0. | (0.1) 


ЗЭВ, XCu ABUS x 有 关 的 微分 算 子 ， 系 数 也 是 仅 与 x X 
与 + 无 关 的 函数 。 若 以 w* 记 该 方程 的 解 ， 则 有 

u1-v= gv, (0.2) 

ма 1 диў 
和 t= + a" (0.3) 
前 一 个 关系 式 就 建立 了 正则 解 与 奇 性 解 之 间 的 关系 ， 这 在 第 二 章 
中 已 盖 明 。 第 二 个 关系 式 曾 在 第 三 章 中 论证 ， 它 刻 划 了 正则 解 是 
t 的 偶 函 数 时 , 不 同 参数 所 对 应 方程 解 之 间 的 关系 。Weinstein 证 
明了 ， 在 一 定 条 件 下 ， 它 是 可 以 逆转 的 。 

1954 年 以 后 ,对 EPD 方 程 解 的 研究 , 应 用 了 分 数 阶 微 积分 这 一 
TR, 这 是 重要 的 一 步 , 使 对 该 类 方程 本 质 的 揭露 ， 推 进 了 一 个 新 
的 阶段 。 这 方面 最 主要 的 成 就 归功 于 А. Weinsteint$2, 633, J. 
LL。Lionsc31,，64 一 66) 和 A。Erdelyic29, 68, WRM, 对 于 以 了 
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为 参数 的 方程 
Dim Өв au 28 96 0, фер, o 
ay ов ГУ ду 0, (ВЕР) (0.4) 
满足 如 下 条 件 
lm -2 (х, у)= 0， (0.5) 
y-9 ду 
ЮМ и(х, у) 8)， 存 在 一 种 分 数 阶 积分 算 子 五 o, в, № 
Ha, 8D8 еэ, Has (0.6) 


即 u(x,y,a-p) = Hosp, pu (x, »B 


8-0), 
(0.7) 


пон. (0.7) 也 满足 (0.5) 。 如 果 注 意 到 B= 0, (0.0 
就 变 为 波动 方程 ， 则 (0.6) 也 就 建立 了 波动 方程 与 EPD 方程 满 
ЈЕ (0.5) 的 解 之 间 的 联系 ， 从 而 将 (0.4) ‚ (0.5) 问题 转化 为 
解 波动 方程 的 同类 问题 。 对 于 混合 问题 和 空间 EPD 方程 也 有 类 
似 结果 。1965 年 ，Erdelyi 运 用 这 类 积分 算 子 ，. 从 Laplace 方程 的 
基本 解 导出 了 PPD 方 程 的 基本 解 。 1970 年 ， 又 利用 令 B = 0 而 得 


BIRD. “和 道 算 于 作用 于 一 维 波动 方程 的 “ 通 解 ”， 得 到 


EPDA RMI Poissonpi Voltera kR. 1, L. Шол Нов 
算 子 的 几何 性 质 作 了 详细 的 介绍 。 

本 章 第 一 节 介 绍 分 数 阶 微 积 分 知识 ， 第 二 节 从 一 具体 问题 入 
手 ， 引 入 算 子 多 h，Bx 和 末 a,B， 第 三 节 应 用 上 述 积分 算 子 求解 
EPD 方 程 的 几 类 定 解 问题 , 第 四 节 建 立 上 述 两 类 算 子 与 Erdelyi, 
Lions 等 其 他 数学 家 所 建立 的 积分 算 子 之 间 的 关系 ， 以 及 Ho,p 算 
子 在 奇异 拟 微分 算 子 理论 中 的 一 些 应 用 ， 第 五 节 作 为 一 种 推广 ， 


了 44 


"ral 


研究 了 一 类 广义 超 几何 偏 微 分 方程 ， 以 更 自然 和 更 本 质 的 方法 导 
出 两 类 积分 算 子 ， 应 用 于 EPD 方 程 ， 其 中 一 类 就 是 已 8 算 子 ， 


而 同时 又 得 到 另 一 类 万 a, p 算 子 。 


$1. 分 数 阶 微 积分 


1. 通 常 ， 我 们 说 n 阶 微 商 或 АВ, п 都 是 正 整数 ， 对 于 
半 阶 ， 甚 至 是 分 数 阶 的 微 商 或 积分 ， 似 乎 难以 理解 。 其 实 ， 分 数 
阶 微 积分 发 展 的 历史 几乎 和 微 积分 一 样 漫长 。 早 在 1695 年 ， 有 一 
个 叫 L'Hospital 的 人 就 问 微 积分 的 发 现 者 之 一 Leibniz,“ 什 么 是 专 
阶 的 微 商 ? ” 

这 类 问题 的 提出 并 不 奇怪 ， 因 为 在 数学 上 ， 类 似 的 例子 很 
多 ,例如 指数 概念 ， 最 初 x" 是 指 4 个 x 的 连 乘 ， ”只 能 是 正 整 
数 。 但 后 来 推广 到 了 任意 实数 ， 其 至 是 复数 。 这 样 就 把 乘 方 和 开 
方 统一 起 来 了 ， 使 得 运算 大 为 方便 。 

我 们 还 是 回 到 所 提出 的 问题 ， 从 一 个 特殊 函数 的 微分 开始 。 
考虑 y = х"(п 为 正 整数 ) ， 那 么 


а"у . SAS = -mo 1 n- 

q =n(n-1) ++ (п-т+1)х" тла m 
Жу = х “(а 是 实数 )， 则 

dy = а(а– 1) (а – m + 1) x* "= f(a, т) х", 


ах 
由 此 ， 我 们 自然 会 想到 


T» обе, 1373, 


dx 
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. 


же о (а, LÆRRF 和 二 的 常数 ， 如 果 我 们 能 确定 (о, 


士 )， 合 得 和 通常 分 一 致 ， 则 问题 就 可 以 解决 ， 为 此 ， 首 先 就 


得 推广 “阶乘 ”的 概念 。 
定义 ”如 果 一 个 函数 满足 f(a + 1) =af(a)， 则 我 们 就 记 
它 为 《显然 ， 这 就 是 有 名 的 特殊 函数 ， 工 -函数 ) ， 由 定义 推出 


Г(а + п)=(а +n- 1). •аГ (а) = (а )„Г (а), 


其 中 

(a),-a(a*1)-(a*n- 1), 
从 而 有 

_ Г(а +n) 

(0147 ти 
由 于 

атре а-п+ -nt аан ПИ 
故 有 

dx __Г(а+1) ха-т 


ах" Г(а-т+1) 
继而 ， 有 


43238 T(a +1) Р взт 
об, TY 
dx, г(а +2) 


于 是 ， 我 们 就 得 到 了 特殊 函数 x 的 二 阶 微分 表达 式 。 而 对 于 一 般 
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的 解析 函数 y= f (x), {ПЕ ЖЕЗ 


X = f (x)= У) сах", 
n=0 


НН, CH a 阶 导数 为 
4%у De T(n*1) na 


dx" nco I(n-oa-1) 


2. 上 面 引进 的 分 数 阶 微 商 是 很 直观 和 自然 的 ， 但 有 两 个 弱 
点 ， 一 个 是 它 与 积分 的 联系 不 紧密 ， 另 一 个 是 它 依赖 于 函数 的 特 
殊 性 .一 种 定义 是 否 确切 ， 主 要 的 一 条 是 必须 使 它 与 函数 的 选取 
无 关 。 然 而 ， 不 管 怎样 ， 上 面 的 讨论 却 给 了 我 们 一 个 启发 ， 要 把 
整数 阶 微 高 推广 至 任意 阶 , 关键 在 于 要 把 函数 的 ” 阶 微 训 用 п” 
_ 表征 出 来 ， 然 后 ， 才 可 以 将 "推广 到 任意 实数 " ， 故 必须 考虑 如 

何 用 一 个 关于 n 的 函数 来 刻 划 n 重 积分 。 

设 函 数 f (x ) 在 任意 区 间 (а, b) 上 可 积 ， 我 们 以 下 式 定 

X f(x ) 的 一 次 积分 F(x)， 


F=f a 


以 后 的 积分 以 递 推 公 式 确定 
ГАН?) = Риста, r=1, 2, 3, = 
于 是 有 


Е.) [Л [са заћа вал, (5.1) 
利用 " 重 积分 的 Dirichlet 或 Cauchy 公 式 ， 有 
= 1 гз Ы pe т-1 
FG) ecd АЗ а, (5.2) 
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类 似 地 ， 著 (x ) 具 有 适当 的 性 质 ， 则 也 可 以 用 下 式 定 义 
РЕТ 


Ет) = - [7 устй, 


Ее.) = = | “Рисоа, r=1, 2, 3, =, 


从 而 ， 类 似 可 得 
“ч Ax ера, 65.9) 
BRINE (5.2) 为 IF(x)， 即 
PEs i». (x - вуна fCOdi, (5.4) 
和 
с im (ЕЕ (5.5) 


则 由 (5.4》， 我 们 就 定义 (х) а Са > 008/2729 


If =. "(x вура, (5.6) 


H (5.6) E, def (x) 可 积 ， 甚至 可 以 是 Rea> 0 的 任意 
复数 ， 则 (5.6) 右边 的 积分 的 收敛， 故此 定义 是 有 意义 的 。 

可 以 证 明 ， 以 《5.6》 所 定义 的 分 数 阶 积分 具有 通常 积分 的 
вл, 


1° -418“фүху-14/ (х), (5.7) 
ах 


事实 上 ， 
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а 1 š 
—d pasi f (x) = -4 [S Fciy c - Dedi 
dL RO TG r аи их (а 


"Tcu. 00-7 29-14 


=1°f(x)。 
一 般 地 ， 有 . 
d^ ра» š 
dol oos 197 Ст), | (5.8) 


2* 可 加 性 
I*]8f (x) = IBf (x), (5.9) 
证 明 由 


人 _SyB-1 
ri fe D тј а 5)8-!dsdt 
Ert Poe 
x f'ex - ву: = зна, 
4t-x-(x-s)t, МЕХАМНОМ 


а 1 a+8- 1 
Пе Ди Г f(s) 6-5) 


xf Tl(1 一 T )8-10145 
LJ 


1 а+8- 
геру, f (Cs)(x — s)%+B-1lds 
=1®*8 f (x), 证 完 。 
为 研究 分 数 阶 积分 进一步 性 质 ， 我 们 需要 将 4 推广 至 负数 ， 

即 用 统一 的 形式 处 理 分 数 阶 积分 和 分 数 阶 微分 。 
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` фа-пр>о, W 
т, faix- t)?** dt, 


对 (x - р)“ :进行 分 部 积分 ， 有 


I*f O т ХҮЧ раб tt) 
Po Sd f! () (x - D*dt 
quien 
重复 上 述 过 程 n 次 ， 得 到 f 
гоо 5-9 uu MPG + + [8 £09 (x), 


(5.10) 
但 是 ， 上 式 右 端 ， 当 a + поо 时 有 意义 ， 因 此 ， 对 任意 负数 人 
>- п, WH (5.10) 定义 a 阶 积分 ，( 实 际 上 是 一 4 阶 微分 )， 
进一步 有 

3" I°f(x)= f(x). (5.11) 

事实 上 L， 取 ”= 1, MUJ 


apea- EDO, БИ ЕРШ, 
түүхэ» 2 ОЛ Ө тгд 1 гөө ) 


420, BA 
пок) =] Go + [777 а= f (x). 
4° phf(x) = fO. 
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ЧЕМ ш (5.10), Фт>-п, ШГ(а + +1) Да = 
- ?为 极点 ， 故 (5.10) 右边 第 一 项 消失 ， 得 到 

I-"fex)=I°f@(sx)=f%03), Е 证 完 。 

注意 Br IPI) =I), BERI, 
1899 ву (x) = I* f (X) -BEEAOR Y. 7 

3. 分 数 阶 微 积分 在 解 积分 方程 ， 微 分 方程 方面 有 许多 应 用 ， 
一 些 特殊 函数 也 可 借助 于 分 数 阶 微 积分 而 更 加 简练 明确 地 表示 。 

4 。Abel 积 分 方程 

设 9 (x ) 是 已 知 函数 ， 由 如 下 方程 求解 / (x. 

9 fet) 

SD хайн 90а), а<1. (5.13) 
(5.13) 称 为 Abel 积 分 方程 ， 它 可 以 作为 卷 积 方程 的 一 个 例 ， 也 
可 视 为 分 数 阶 积 分 ， 一 般 解法 是 :以 三 代替 (5.13) ух, М 
ЖИ (х — E) BRRR ERD, AA 


fie b [yaya - posara = [о-во сав. 
0 š 0 0 


上 式 左 端 交换 积分 次 序 ， 有 
fro fcx - EE- зулаы 
0 LI 
t ^ 1 
= Fef reta- тата 
| -Г(о)Г а-в) са [о "ct. 
故 有 


" 1 d (“үе saa 
СЭ Ear cu 72: ё-9 од. 
5.14) 
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由 上 述 解法 容易 看 出 ， 求 解 / (x ) 的 过 程 与 上 一 般 性 质 2 "证 
明 过 程 十 分 类 似 ， 换 言 之 ， 若 利用 分 数 阶 积分 知识 ， 可 使 求解 过 
程 大 为 简化 ， 事 实 上 ， (5.13) 可 以 写 为 

Г(1-@)[1-®}(х)у=д(х), 
利用 人 性质 2 °, 有 

T(1- алел -ј(х)у=Гг(1 – 90I!f (5) =1°g(x), 
从 而 ， 由 1 "得 到 


T(1-a)-2.]: --4-18 
(1 а) 1 бо де 1946), 


即 
а 
fos Fa 52 d (в0(х) 
"e МОРЕ = а-1 
га -ауГ (0) aj oco юа 
(5.15) 
5 (5.14) 一 致 。 


B。 由 于 分 数 阶 微 积分 将 微分 和 积分 统一 起 来 ， 而 且 把 问题 
归结 为 阶 数 “a”， 这 就 为 解 微 分 方程 提供 一 个 简便 的 方法 。 

作为 一 个 例子 ， 考 虑 二 阶 常 微分 方程 

pue f(x), с const, 


У(0)-У/(09-0, 
利用 分 数 阶 微 积分 的 记号 ， 将 方程 写 为 
Diyteiy-fCn, 
或 者 
(че) у= I! f(x), 
因此 ， 有 
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(5.16) 


ДОГ Зун! оо. (5.17) 
МН, тп НЕ. 由 
1 = 1 


Те 1-(-019. 
=1— 021° + с*1*— +++ + (— cD" + не, 


con = 12 с? [4+ 415 tet (tI Ge. 
с 


à (- Dc ТН 
2 сї"? _ (71 C _ t -t 14+, 
(= 1) (n MENT ) 
(5.18) 
这 样 


G5 La f G0 
ет 


шэг (OO - РЗ 
0 3170 


+j, ОТОН deu 
su. ғу Себя - #)1' 
=f сао [© са t) шагнан + 
уз e (x – 1): + “| dt 


+ (-1 
( (2n + 1) 


il f (sine (x — t ))dt, (5.19) 
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不 难 验证 这 确实 是 所 求 的 解 。 

C. АЯ, 我 们 所 掌握 的 画 数 为 数 极 少 ， 对 一 类 高 级 的 
ЖЖ, ИШ Bessel 函数 ， 超 几何 函数 等 ， 在 应 用 上 极其 E 
机， 对 其 性 质 的 研究 已 很 多 ， 但 一 般 而 言 ， 高 等 数学 教程 中 还 很 
少 提 到 。 因 而 ， 如 何 将 这 类 函数 以 更 简便 的 方式 表示 出 来 就 是 一 
个 课题 。 我 们 将 看 到 ，Bessel 函数 ， 超 几何 函数 可 以 用 初等 函数 
的 分 数 阶 微 积分 表 出 。 

VY 阶 的 Bessel 函 数 


к. со (- 1 )" xw mtv 

MoD щГ(п+у +1) (5) ? 0 
它 是 常 微分 方程 

уђу «(1-3)» =0, G.2D 


mi. HUBER, # GO = Хоол, Ш 


ач _ < Dn EY) Мне 

gf СХ Е 
因此 ， 不 难看 由 ， Bessel 函数 Ju Ca) 应 是 某 个 函数 的 分 数 阶 S 
数 ， 事 实 上 ， 这 个 函数 就 是 余弦 画 数 ， 

我 们 证 明 


v 
VEXIN VI) = (5.22) 


事实 上 
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1 
d EE (=) 3, 5 (-D* He 2) ам, 


@n- Dir (1) 


1Y. Toba l быж ЗИК 
жя Г(Т)- уз T(n + 二 )= $ ， 而 
Qn-Du. 1 . 1 
2q Ста m 
从 而 
1 
a = 
а 2 (ovx) yro | S 0. 
Arl AA траге т 
dx 2 


(5.23) 


ЖК У л ЛУ), L (5.22), 进一步 化 简 


(5.23) Em 有 


a qo XE - 
xf (x-t) 2t 2cosV tdt, 
о 


从 而 
„5 
= "seb s" 
yv 0 
2 (4346) -9 
x cosY/t di, (5.24) 
或 者 
27 а УУЛЬ 
К (23-15) Zcostdt, 
. 
zvsr(v +2) a 
(5.25) 
超 几 何 函 数 
Е (a，B，Y， x) = SQ Фа „п, а, B, У =const, 
n=0 n1 (Y)x 
(5.26) 
它 是 方程 
х(1- хубш eC - B3 -ави= 0 
(5.27) 


вж. Rv» B0, #805, ж 


(D, TB+n) /To*m. Po0T(Q * mPo-9 
Qu ГО TQ? ГОГ :)PG-B- 


"TG; 848 +n, Y-B) 
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To) 18+%-1 = 1)Y-B- idt, 
“ТОГ w- ыы s: ) 
代入 超 几 何 函数 (5.26) , Ж 
F(a, В, v,x) 


"RIO ey ^ ipe iqi- ува 
T(ODPG-B Ва 


ГС вена ors /Dn Go] dt 
© Tor o-P f. e (3, n e] 


Ш 


Г(у ) 18-1 ү-8-1 -a 
PNE, IRR A a 1—t)Y-B-1(1—t+. dt 
rara gj. асаж ша 
a= ГО) авар o - DYÍB-1dt 
ГОГОВ Г. É 


= г, ‘x1-YIY-BCxB-1(1— x) "93, 
这 表明 超 几何 函数 是 初等 函数 xB-!(1- 20 "ју – ВИ. 


$2. 分 数 阶 积分 算 子 Be, Be 和 Ha+p,p 


考虑 如 下 定 解 问题 

Die 8 ш _д%и_ ЕД ё: му, 
| 233 ду У ду 
u(x, 0)=9(х), 9(-х)-49(3), (5.28) 


u (x, 00-0. 
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由 Poisson 公 式 ， 其 解 由 下 式 给 出 
u(x, уз рожу) eo e) - 108" 45. 


利用 u(x，0)=9(x)， 有 


гєвэг(4) 
oco =2%60 |; a - 3874s = 5 GO. 
2 г(2+ в) b 
所 以 
%‹ ren) (x) 
g (x). 
r(7)r(8) 
于 是 
f 9 ЫГ 
и(х, уулс ue [g(x +g) +g(x-— ту)Ј 
го) i 
(1 -rP dt, | (5.29) 


Hi (5.29) Юй, u(x, 0) = 0, (5-29) 确实 是 (5,28) № 
解 。 注 意 到 9 (x ) 是 偶 函 数 ， 于 是 
(+ B) 
и (0, = — foana- dr, 
г(> )г‹в>’ 


(5.30) 
但 是 ， 容 易 看 到 ， 9 (+3) 不 是 别 的 ， 正 是 如 下 波动 方程 Cauchy 
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间 题 的 解 v (х, уто (0, УМ, № 
tas T tuy = 0, 
u(x, 0)=9(x), 8(-х)т0(3), (5.81) 
vy(x, 0)=0. 

事实 上 ， (5.31) 问题 的 解 为 


v(x, у) = 2 * 1» такс зэ, 


从 而 
9(0, 5) ока Ty) =g(ry)。 


于 是 由 解 的 唯一 性 容易 推 得 ， 若 > (х, У) Ж (5.31) 问题 的 
м, y 


(5.32) 
ЖЖ (5.28) 的 解 。 很 快 ， 我 们 要 证 明 这 一 结论 。 


(B +2) 


— 2 f'a- рае 
ђе 


TEX BB7 ©) = 
(820), (5.30) 


f(*) 是 连续 函数 ， 在 上 式 中 ， 令 ix = y， 得 到 
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2r(B +1) 
2 2) 
авро) = — a171BGa = yD8-1/(y)dy 
г(Зугсвэ" 


2г(в +1) 


ав at- yS dy 
1 . 

г(4)гсв» 

记 

= Р(х), 


(5.30) 的 算 子 .多 pB， 称 为 Poisson 算 子 、 
о вара 形式 上 求 其 道 算 子 Bp。 在 上 式 
m, 4xt- Е, Л=у, Ж 


r(8 +1) 


1 
ЕР 5 (g -m- onm n 
Kies ийн ын 
1) ¿F 
r(8 +2) E2 1 e), 
r) 
PVD 0) ai 
AD E ZEVEN) 
| УЕ ] г(2-+ в 4 


两 边 同时 作用 算 子 7-B 有 
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өйы. М "а н x 
= [ (E-m-B- 2 
VE Gg) Dem» 


х EQ dn, 
B t =o, п=у # 
1 
гг(4) Я 
1089 = 一 一 一 x foi - у-ва. 
r(-«8)re 


上 述 积 分 ， 当 - 1 <ReB< 0 时 收敛 ， 于 是 在 此 条 件 下 ， 我 们 作 
为 多 的 逆 算 子 ， 定 义 


г(1) 
2 в 
BBf Өд =——————— «Jet у) Руф 
г(2-+8)г‹-8› 
x f (y)dy. (5.33) 
现 设 -二 <Rep< 0， 用 em(x 之 0 ) 记 在 x > 0 Em 次 连续 


可 微 函数 空间 并 冉 予 通常 的 拓 朴 结构 ， 对 JE "G> 0), 我 们 令 
Bof (x) = bax ^ ол узв УС ууд», (5.33)/ 


г( + 8)г‹- В) š 
вв (— —  —— —)^. WERB (0) = 700), 
s 
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又 记 F: 为 2( x 之 0) 中 满足 条 件 f (0) = 0 的 函数 所 成 的 
Ar» Rx BET. A: 
命题 1. &---<КеВ<о, 对 于 任何 FE Рз, 有 Bpf € Ез, 


НЕА S 35 > Bpf 是 连续 的 ， 对 任何 FE F*, 有 关系 式 
D: Bgf = Ввіву, (5.34) 


其 中 DD =-9 ,而 Lp =_2° +.28_ 2 
дх Әх х Əx° 


证 明 Æ (5.33) 中 令 y = tx， 得 到 


ВЭ? (x) = ов] ува вуда, (5.35) 


FÆ, РВВ/ Ca) =bp PB A-D Pf (ада, 
这 表明 (Bpf)' 连 续 ， 且 
XGgD'(o)-cf'C00-20C^f€F», 
其 次 ， 有 
D*Byf (ху = Ба] зе = 60-8 adt, 
Ре", вара, 2. ВВУЕ Ре, 
He ° (x 之 0 ) 到 自身 运算 f 一 Bf 的 连续 性 与 由 到 Р 自身 的 连 


续 性 是 显然 的 。 
最 后 证 明 (5.34) ; 


BpLp Са) = bo ева) B [fr aot ВР аж | di 
в е ix Е 


考虑 
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Xp- f x) - D'Bgf (x)! 


= [ева оова -09/"ах) + 28 fa») Jat 
0 


Ux 
= [ва — ву -B ји ахуйг» 
28 [из «а= £)-87: 4 (29. ш, 
0 їх 
利用 分 部 积分 处 理 右边 第 一 式 ， 注 意 到 f'(0)= 0， 有 


[ва - )-8f" ахуй 


ГЛ а 4 сва-:5у-В 
је 4 asa-i) 


= !f'x) as 2 р2у-В-1 
= 28 | Cena ва - t*)7B-!dt, 


从 而 Xp= 0. 证 完 
Ж “我 们 定义 算 子 了 B(Sonine 算 子 ) 
Baf (x) -bp | yB- y BE dy, - (8.86) 
L 
ч r(2) 
=. 4Фх= у, % 


工 
r(e «reo 8-1) 
Бв/(х)-58 x [ва - y8/axdt, (5.36)^ 
当 - 卫 <Rep< 1 BS, 25/00) = 0 ,如 暴 设 - 了 <ReB<0， 
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则 可 对 (5.36) 求 导 ， 得 到 
LB cx) = - 285p x увоз узу Вода, 
dx ° 


5 (5.83) 对 比 ， 有 


-E Bafa) = Bef(*), ујег'(» > 0), 


所 以 ， 在 一 定 条 件 下 ，Bp 算 子 是 Sonine 算 子 的 一 阶 导数 。 
对 多 B 算 于 ， 我 们 有 如 下 类 似 结果 .。 
命题 2 WReB^0, NUR/CF*, W.epfCF*, h Е 
自身 的 运算 了 一 罗 Bf 是 连续 的 ， 对 于 任意 的 FE 天 2?， 我 们 有 


4 8D'f = Lg.2 gf. (5.37) 
证 明 HH (5.30 , 8 
1 
2г(в ++) A : 
6980" (х) = -一 一 | #G-12B-1/7Gx)dt, 


г(2) гевә t 


BiU, ФВ/ЄРЗ, Н/> ЯВ, 4 
1 
г(2)гевә 


—(L.g.29f - жар) 


4. 2 
2г(в +2) 


= -| Q- £f" хуа! + [а-ға = 12)871J! (tx)dt, 
0 


对 右边 第 一 积分 进行 分 部 积分 ， 由 于 f’(0)= 0，Rep>> 0， 得 
ЫН 
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Jg 1 d. ЧЕР; | 
| «o L -d-a- rm, 


由 此 得 Xp 二 0, 证 完 
2。Bp 与 .3 之 间 的 关系 
本 段 我 们 假设 0 <ReB< 1， 于 是 Bp 与 .26 均 有 定义 。 


命题 5 车 0 <ReB<1， 则 对 任意 的 fEs"(x 之 0)， 我 们 
有 


. аубсо = бэ», (5.38) 
2г( В +1) 


2 


证 明 2848/00-28 fia meras drdt 


1 
г(1)гєв» 
CU: a RR : = 42) -| 1 = ріувВ-1 

ГЕСЕР «| ва 2) sa гэв 

х f (tx<)d<dt, 
Фі EX 


Bg.gpf (х) = xf f дат 


ТУР FRIES 2 
Tcgorci - В) 
1 
| t 0-12) B? — nt)8-1dt, 
tsn- (1) 13, # 
上 式 


Tae ат a-e 
ГЮГО -py ^, , 


x (1 т) ВОІ – 12)В-1т2В-2(1 — п) ат? 
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{Фт%= Р, пх=т, BA 
Вову (х) = [7 f cod. 证 完 
推论 在 命题 3 假设 下 ， 对 一 切 fEe"(x 之 0)， 均 有 
(ОВ) #вј = fs (5.38)' 
类 似 地 有 
EA 50 <ReB<1， 对 任意 的 JEe'(x 之 0), 有 
S 8(DBaf) = f. (5.39) 


由 于 .多 8B 和 Bp 关于 BB 的 限制 ， 对 于 使 多 Bf 和 Bpf 收 敛 的 的 
值 之 间 没 有 共同 区 间 ， 因 此 要 证 明 . 儿 BBB= Bp.2B= 1, МЯ 
多 6 和 BB 进行 解析 延 拓 ， 我 们 通过 如 下 方法 进行 。 


Дин Же 中 任意 函数 / ， 利 用 


人 ч = op-X-D —— - г, 
quon p -k+l 
a-m 7272 а-н” 2*1 
(5.40) 


在 Bpf (х) =] а – ува fadt, жива – а) 8-3 


分 部 积分 ， 分 别 依次 取 入 = - 1 ，1，3 ,…,2n 3 。 重 复 进行 
nk, Bf 


Bpf (x) = (- D" bp 


2B(2B-2) (28-4) [2B – 2n-2)3 
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1 t2B- ‘(2m-2) 
xf pa odt, 
а-) 1 (5.41) 
JerET, H ҮХЭН ЖУ, 
Tft, = раја, хэ, 


23 x)- ioo, x), 


Taf CU, хув 971706 x». 


而 由 (5.41) AU, 对 -二 <ReB< “的 一 切 B 积分 均 收 伍 ， 而 


Н, (5.4) 始终 有 意义 ， 这 样 昌 可 向 右 延 拓 至 任何 区 域 。 

又 车 在 (5.40) 中 分 别 令 2B+n=2B 和 一 2, 先 取 + 分别 等 于 
0，1，2，*…， 再 解 出 和 = 一 2，- 3,6, - (п +1)， 重 复 
在 BBf( x ) 中 进行 分 部 积分 次 ， 又 得 到 


5 WII > 
pf CO7 Br GB ra (Brn) 


x [ БЕ", раза. (5.42) 
a-m? tT 
其 中 uf 由 下 式 递 推 定义 
uif Ct, x) «ра tre, x), 


3 
uf Ct я) = (а-та, x), (5.43) 


pe qun 
unf Ct, xo t „(а-аа 7, ә), 
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对 (5.42), ш-714 <вев<о, ЯЖВ+-1, -2, ©, 

则 (5.42〉 是 收敛 的 ， 结 合 (5.41) 和 “5.42)， 对 Bp 我 们 将 其 延 
1 

(5) 


拓 至 整个 平面 特别, SB = 0 时 ,由 于 5B= — — — — —, 
r(L+6)rep 


м-ВГ(-В)>1(В>0), Ж (5.41) 得 


=- Bf e д tft t 
Baf (x) 9) - 158 - fax) di 


一 1 t2B 8 
=p (UP д срахууй 
be | ts ar FUNDA 


- (в " Г 4 s zÍ аа!) 


=- Вајс). ( 见 (5.36)”) 证 完 


现在 可 以 证 明 本 节 最 初 所 提 的 问题 。 
定理 1 设 x(x，y) 是 波动 方程 Cauchy 问 题 


ton — Uyy = 0, 
ибх, 0)= f(x), (5.44) 
uy(x, 0)=0, 
的 解 ， 则 对 于 B > 0， 
P у) = Св [us ty) a-di, — (5.460) 
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ВЕРУ C. р У. 


2г(в +1) 
其 中 Све — ,就 是 如 下 Cauchy 问 题 
г(2)г‹ В) 


u(x, 0) = f (x), (5.47) 
чу(х, 0) = 0. 
的 解 。 
证 明 v(x, У) = Жви(х, У), И 


av 1777 
s -0| да гэвээа, 


ди ,. (4 1238-1 
ET = о f2 — t. (1-7 07 !dt, z-ty, 


2 
о c | жа-на 


= се |=: ди (1 вовна Св. 2 а? Zt a- вова 


Б 19%и ‚, _ узув-143 Са. 1( д (ач 
-ce | =: (1 —12)8-1dt – Св 512862 


x (1- t2)Bdt, 
对 后 一 式 分 部 积分 且 利 用 条 件 (5.44), # 
Əto _ Ca (29 ү (gigi – ср28 (Pa — пув- 
r: ce f. 225 (1-12)8-14 св] ана гуаг, 
于 是 
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av до 2B до 
əx? ду У ду 


= Св Г. ar (1 -12)8-1dt — Св беа ға 
y 28(! ди - 
+св?Ё[ 2? t а- Ра 
УЈо д2 
- Св 26 | a= га - ува = 0, 
о 22 


再 验证 条 件 (5.47) , 
о (х, 0) = Фви(х, 9 = СВ аса, t) а – ва т 


= Cpf Cx) | а - тв = feo, 


4° -с0| 2t а ту 
ду у-0 ° 22 
CH B (5.44) ). ШЖ 
3. Нови Р 
H (5.37), RIA, HEF, Ж 
J8D'-«Lg. в. 
再 利用 命题 5， 有 


D: = BpLp.ZB, 其 中 一 4-сюев«а, 


up - 二 <ReB'<1 的 另 一 数 ， 则 又 有 
D*- Bg'Lg' тв. 
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结合 以 上 两 式 ， 有 

BgLa.2- Вв’ Lg! #8'. 
因而 

Lg! = 2 p’ BgL8.# gBp/. ` (5.48) 
我 们 记 Вв,в' = Zp’ Вв, РЖ Zp Вв= (26667) ", (5.48) 
218’ = Вв, p'Le СВв,вЭ -!。 我 们 记 Не = Bg, p^ FÆ 

Lp’ Hg, p = Нв,в' Lg. (5.48) ' 
下 面具 体 算出 HBp,B’: 

Hp,B'f(x)= Bp, в’ f(x) 


= Св’ вх! В, free узе уау 
° 
v 
x | ивсэл-и ве f юа, (5.49) 


此 时 ， 假 设 二 <ReB< о, Веру 0, я] (5.49) 交换 积分 次 


序 ， 得 到 


^n "уой уде“. 
fier a Gp d 


在 上 式 关于 y 积 分 中 ， 得 到 令 s = 7 


x 
1 (- ве fc 1 — 5)8/-157 G*Dqs, 
E О ë 
将 此 式 代入 上 式 ， 注 意 到 Cp Mbp, 得 到 
1 
2(в'+2) й 
Нр, в = - 99 (xz 一 12)B/-B-1 
Fe 
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хРВвј(т ја 


fares fedt. 
° 


EC «Qre-» 
(5.50) 
(5.50) XiReB» - + Re(B- В > 0 时 均 有 意义 。 


定理 2 RB» - 1, ReB'>ReB， 则 著 4 (х, УЖ 


саш _ ёш 028 ðu o 


( = 


дх ду У ду 


u(x, 0)= f (x), 
чу(х, 0)= 0, 
的 C: 一 类 解 ， 则 w" (x, y) 
=Hp,'u (x, У) 
2T(B'+ >) 
ec -, t8(1— £2)8/7871u(x, гуай. 
EOS Lr в 


(5.51) 


(5.50) 7 
就 是 如 下 问题 
‚дф _д% _ 28' до ЭГ 
Ba 0)= f(x), (5.52) 
v(x, 0)= 0, 
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的 C: 一 类 解 。 

WEB] Hi (5.51) Я, ч (x, y)2&Fy € F, JE, (5.48) 
成 立 ， 即 

Lg' Hg, в’ = Hp, p” Lgu, 
再 由 -如 与 HB, 可 交换 性 ， 于 是 在 上 式 中 两边 同时 作用 这 一 算 


子 ， 有 


95 Нр, в’и - Lg! Ыр, p'u = д? Hg, 8/u —Hg,g/Lg и, 
Әх? 9х2 
即 


(2-шу)ныг u = Hp, (Z-t). 


Эл, жи (х, ужје(-2—- Гаји = 0, Ml 


д? 
дэх? 
2* _ к 
(=. Lg')Hpsp' и =0. 


Шо = Нев и WIE (5.52) 方程 。 至 于 Cauchy Ж, 则 易于 验 
й, 证 毕 。 
推论 Бой»н-1, MJ 


/ 2 
au , 28 ди  Nu- 0, 
ау? У ду 


ү Ху +", Хх, 0)= f (xy, Xap tm XR), 
Uy(X;, Xi ty Xy, 0)=0, 
的 解 为 
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uQu, Хасе Хи Y)=Hn-1 воб, X) 
2 
2г(в +>) _п+1 
бод )r(s -—z тт) олса ia rta 


«Ius f (x +аѕ)аш, (а) 
2г(в +) 


的 rw 


xÍ f (x +арујди (а), 
k^ 


1 _ 9+1 
| a-p? T p"-1dp 
0 


Ни, = оне au ANN 


гр 
面积 元 素 。 
证 明 由 第 四 章 第 四 节 及 定理 2 立 得 。 


53. 分 数 阶 积分 算 子 的 应 用 


EKB, Zp Hee AATRE, MiMi ANAR 偏 
微分 方程 的 一 类 定 解 问题 。 直 接 从 Laplace 方程 、 波 动 方程 和 热 
传导 方程 对 应 问题 的 解 出 发 ， 利 用 算 子 求 出 奇 性 偏 微分 方程 对 应 
м. (68258) 
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1.8 ШЕРрЭЕ 
考虑 
аи ди 28 28 гү (5.53) 
РЕД = у ду ` 
a) 在 第 三 章 中 ， 我 们 曾 求 出 其 轴 对 称 位 势 ， 即 关于 y 是 偶 函 数 
的 解 ， 换 言 之 ， 求 如 下 问题 的 解 
(5.53) , 
и(х, 0)= вся), h(x)€C:, (5.54) 


u (x, 0)= 0. 


回忆 ,98p 算 子 ， 我 们 只 须 求 出 Laplace 方程 同类 问题 的 解 。 而 易 
知 ， 二 维 Laplace 方 程 轴 对 称 位 势 (х, У): 


у (и, Уу Сћ (и ћу) + h GC ED, 
于 是 
u(x, y, =), (1-1#2)8- (h(x + ity) 
*th(x—ity)Jdt, 
如 果 注 意 到 常数 的 差异 ， 有 
1 
r(8 +1) 
1 
r(2) 


х{ А (x +ity) + р (х- ИУ) 41, (5.55) 


и(х,у,В)- Tp) 


从 而 
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г(в +2) 21 (х) 
u(x, 0)=— О? 


ENS noa (Pate од, 
г(2) 


而 (х, 0) = 0 及 (5.55) ， 满 足 (5.53) 是 易于 验证 的 。 
ду 


#4 t =с050, (5.55) ЖЖ 


TUCB + 工 ) = 
D ) Гантс ico 


о 


тец) 


+ h (x — iycos0))d9, 


x 
пеат сс покой, 40—90, DORO, 得 到 
0 


ЕЈ 


|; sin?8-10/ (х – iycos0)d0 = [шеи + iycos9) 40. 
° 一 
2 


于 是 
(вел), | 
ибх, У, В) Lu nme + iycos0) d0, 
repr() 
Ref» 0. (5.56) 


Tricomi 曾 指出 ， 《5.53) 的 基本 解 当 》= 0 时 ， 取 值 [(x 一 
хуу +y B, US (5.56》 式 ， 立 得 《5.53》 的 基本 解 为 
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ГВ +1 
и (х,у, В) C m 


г‹вг(2) : 


+ їусо50) * + уе 7840, 


再 令 
со50 = 5+ 1 (х- хо)соѕф + y А 
Уо + i (х- хо) + усоѕф 
则 有 
г(в +2) 
ибх, У, В) = 
r(z т) гв 
xf. sin?B-!gdq (5.57) 
oC (x хо) + у® + yo? 2y y|cosq)5 * 


此 时 与 第 三 章 中 利用 轴 对 称 法 得 到 的 基本 解 一 致 . 
6) 混合 边 值 问题 
考虑 
(5.53) , X 2X» 
и (xo У)= f (y), 0<У<а, х=, (5.58) 
диб» ЭЭ 4 (у), a У сео, x x. 
дх 


f (O), g (y ) 均 是 的 偶 函 数 。 
为 解 此 问题 ， 我 们 首先 设法 将 其 化 为 一 般 的 边 值 问题 。 由 
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.38 算 子 ， 有 《〈 相 差 一 个 常数 因子 
v(x, У) = Вви(х, У) 


=— 2 (азу 8-1 t 
пр | 7 tuts улива, 

(5.59) 
其 中 v (xx，3) 满 足 Laplace 方 程 。 

对 于 在 半空 间 x 2х, 0 < у Соо рУ, RIITA 
利用 “ 径 向 值 ”w (хо, У) Ж (х, 00, Жн BDE, y 
之 0， 对 于 有 界 的 偶 调 和 函数 ， 由 二 维 调和 方程 对 应 Dirichlet 问 
题 的 解 ， 可 以 导出 ， 

2 (9 (x = » 

v(x, 0) = 20 асац, x > хе, 

XH u(x, 0)= Фво(х, 0) =0(х, 0), М (5.59) ЖЖ 


Jun Eu, 则 -二 <ReB< 0 B, о(х, у) 也 有 界 ， 从 


м ЕАХ (5.59), 有 


u(x,0)= (x, о) = 2 p © (x =o) v (xo У) ду 
у! + (x — xo) 2 


4(х- хог(4) 


зе (tt (15 — s?) -В-1 28 
= „5 Ви (za, s)dsdt 
авг. (x 一 хо) 


____4(х-х;). jig ај ime cen -В-1 
r(4 )r(8 +1)г‹- B) » (х-х +1 


X u (xo s)ds, 
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交换 积分 次 序 ， 且 因为 
vs 1(12-2)-8-1 


GEAR деко 230 


s P + (x — xo) ° 
=Г(- ВГ +1) 52 + (x — x) "8-1, 
当 -十 <ReB< onh, HF A>r A 
u(x, 0)= 2(%— xor (B+ D (~ PCS 4 (x a) 1-91 
r(7)r(8 +)" 
хи (хо, s)ds, (5.60) 
不 难关 ReB 延 拓 到 ReB> 0 的 情形 ， 此 时 ， 两 边 同 时 对 Xx 积分， 得 


u(t, Qdie IX 9D еру 

| ход син 

x (7 stt + (1 = x) uca, s )ds}dt, ЕРЭН 
再 交换 积分 次 序 ， 且 因为 


2 [се-се Р =a, 
我 们 得 到 
[Рысь о)а:= TD Г и(х, s)ds, 


(rey 


(5.61) 
Mamani apta В, ЧЕНЕ СЕ, up, gore 
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在 (xo，co) 可 积 ， 从 而 x оо, ч (х, 0)>0, RP: 
-u(x, ође |2907: Oar, 
а дї 
Hi (5.61) 得 到 


и(х, 0)=- 


r$) free $) 45. 
rr y © 
(5.62) 


有 了 (5.62) ， 即 可 解决 《5.58) T. 事实 上 ， 我 们 考虑 2(B 
-LMAN нэршил (х, ээ, M 


D w(x, 0). 


u(x, 0)= Нв-4- ‚8ш (х,0) = 
r( +2) 


此 外 ， ын ALBO, 则 


шү(5, y)-2- 


18) у re- y?) ELIT 
也 是 2( B - 二) 维 对 称 势 ， yug 2420 当 4 >co 时 有 适当 的 性 
质 ， 使 得 积分 存在 。 从 而 


© 


Мн t) 
y „а, 
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但 是 由 〈5.62》 知 


T(8) ) 

цаг 
x | даба Sds =- 
° 8. 


1 |: 5) 45=01(,0). 
m г(1)° а 


Бе 


又 轴 值 唯一 确定 对 称 势 ， 故 有 w:(x，2? ) =w(x，2?)， 从 而 我 
们 令 


ш(х, 0)= 


w (xo У) = Нв g.1/ (y), 0<У<а, хэхь 
2 


1 
tw (xos »=-——f ta- y!) два 


"ay" 
а< «oo x = х0, 
这 就 成 为 一 般 的 边 值 问 题 了 ， 它 有 显 式 解 ， 再 由 =H, -二 8 
ш (х, ВИН. 
如 果 我 们 要 求 “ 奇 性 势 ” 
(5.53) , 


{ (5.63) 
и(х, 0)=0, y'Bu(x, y)k- =f), 


则 可 利用 如 ,6 算 子 ( 见 第 四 节 ) ， 化 为 Laplace 方 程 同 类 问题 的 
解 ， 从 而 可 求 出 5.63》 的 解 。 
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2. 双 曲 型 EPD 方 程 C31, 62—66) 
本 段 ， 我 们 考虑 如 下 方程 ; 


ĝu _ ди 2B ди _ 5.64 
ôx? дуї y ду hs Wise 
ЖЕЛАНИЯ, 


1) 第 一 章 ， 我 们 曾 导 出 双 曲 型 方程 解 的 Poisson 表达 式 和 
Valterra RER, KE, RIAMH BAF ӨЕЖ, Hofs 
20) 和 变型 的 五 ,8B 算 子 ， 从 波动 方程 解 的 一 般 表 达 式 直接 导 
出 它们 。 

2) (5.64) 解 的 Riemann 表 达 式 ， 可 通过 Но,В 算 子 作用 
于 波动 方程 Cauchy 问 题 的 解 而 得 到 。 

3) (5.64) Е ]Сацсһуј ОН, ЯН в 算 子 ， 可 以 
从 波动 方程 对 应 Cauchy 问 题 的 解 而 得 到 。 

4 )》 巨 opB 可 用 来 研究 混合 问题 。 

5) Н.(ВЯГДЭЁВЕ Калилевцч2 ЇЕ, 

除了 3 ) 已 在 第 二 节 中 以 定理 6 的 形式 作 了 证 明 以 外 ， 其 余 
部 分 ， 我 们 逐个 叙述 。 

为 方便 和 统一 计 ， 我 们 均 用 4 (x, y) 表示 (5.64) 对 应 
问题 的 解 ， 而 且 v (x, у) 表示 波动 方程 同一 类 问题 的 解 。 且 
Нреј = мээн Ета о ту == 
ЗӨВНВ, o 4825 — А ЕР, ТИ E EAR, 

1) BUPXDY 0 317; ЖА: 

v(x,.J)-f(xYX)-9(x—X). 


МЕН ВНТ, Жоу(х,0)= 0, AT Од д (х) 
= 0 ,为 此 ， 我 们 取 20(x，3)= f(x +y)+ f(x- у), ТЕ 
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u(x, y)= Fu 1 -DBCS Ge у) + а уда 
x ИИ yt (s — x598-1F( s 34$, (5.65) 


(5.65) 不 表示 (5.64) HER, MERR YPO, – со < x «oo 
нна 07. 0 的 任何 两 次 连续 可 微 解 ， 所 以 ， 它 可 
ПОО бе NE HERR n 


假如 我 们 已 假设 0 <B < 1 ， 记 以 同样 有 1 - B > 0， 由 第 
一 章 Weinstein 循 环 式 ， 得 


1 2227 = д , 
Tl. E^ (з — x)2]-Bg(s )45, (5.66) 
局 样 是 一 个 解 。 
在 (5.65) , (5.66) "ШЖ. == x +yt， 得 到 
uu, yy=—1 _[' а-го + yt)dt, 65.65 


ГСВЭ?- 


из(х, Y) “гав”? | A-1 васеуђаћ, 
(5.66)! 
这 正 是 第 一 章 的 Poisson 公 式 。 
ЖИ, их, Y) 0, – oo 过 x 之 oo 的 两 次 连续 可 
微 解 ， 满 足 


yB > 0(y>0), 
ду 
ув” wy 871 在 > = oo 处 可 积 ， 则 将 НВ 的 积分 限 取 作 
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ЈА У 到 co, 不 难 证 明 ， 在 Ls БИЛИ О, 
此 时 ， 我 们 有 


u(x, Уз па ју orm увис s)ds 


"ray. G'-D8"w(x, sy Ms, (5.67) 


Ж (5.64) 的 一 个 解 ， 再 次 利用 波动 方程 解 的 一 般 表达 式 ， 但 现 
在 于 了 和 9 独立， 我 们 得 到 其 形式 解 为 


_ уют ffo » X u 
u(x, а И x)5- 91-175) 45 


E = *)*-у*3#-10( ваз}, (5.68) 


其 中 /和 9 是 两 次 连续 可 微 函数 ， 满 足 
SiBf'(s)>0 当 s 0o, | s|*Pg^ ( s)—> 0 X s —oco, 


Tis B-f s ) 和 s*B-1f'《s ) 在 co 处 可 积 ，| 51287205) ЯД] s | 871 
g' (5 )# - co 处 可 积 。 
经 过 与 刚才 类 似 的 变换 ，〈5.68) ЖЕ (5.64) 的 Volterra 
表达 式 ， 而 如 0 <B< 1 ， 又 可 得 到 另 一 解 的 Volterra 表达 式 。 
利用 上 述 变型 的 Ноћ, 我 们 又 可 将 (5.68) Жо + Ви 
的 方程 的 Volterra 解 ， 事 实 上 ， 以 〈5.68) 第 一 式 为 例 ， 引入 变 
#x- s=+， 得 


zu ї-8|° (12— ,1)8-1 = 
«х, у, Doggy? f? ar- уву 70 dt, 


ЗЕ и (х, у,а+В) = Н, q.gu( x , У,В), HRH, «+ В 
ЖИН, о. +B 中 积分 限 是 从 > 到 ce， 而 形成 的 分 数 阶 积 分 算 子 。 
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由 刚才 的 说 有 明知， 在 一 定 的 条 件 之 下 ， 对 此 积分 算 子 ， 算 子 等 式 
(5.48) ’ М RRE. 

我 们 计算 2 (x, y, a+), 有 

иб, у, а +В) = Tos P (13— y2)?7138 (x, t, B) dt 


229173779 (9 (4 nau? teg 1 12)8-1 
POT. q*- у?) 3) f(x-*) (531-08)814таг. 
交换 积分 次 序 ， 有 


1-2a-28 (со 
上 式 = 2 


1. 2)G-1 
геогсе). H f x дат [за У) 


x (12- 2) В-14 


1-20-28 (оо "n EN 
“+ Рос т) (т? - y*)* B7 1dt, 
这 正 是 参数 为 a + Веј (5.64) 的 Volterra 形 式 解 。 
2) 如 果 我 是 将 〈5.65) 中 的 函数 f 与 4 的 初始 值 联系 起 
来 ， 我 们 就 得 到 4 的 Riemann 表 达 式 。 


考虑 
( (5.64), х>0, »»0, 
uco, 322 0, 2:002) = ру), (5.69) 
дх 
HH,,0, Ж 


ч, у) = Hop, у) Hub Gy) fG- 593. 


Ti (5.69) ， 得 到 
* Новсј(у)+Ј(–у)ј=о, 
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Нов Сэ) +1’ (-5)3= 5 (У), 


由 第 一 式 推出 ， f 这 时 必 为 奇 函 数 ， 故 /是 偶 函 数 ， 从 而 第 二 式 
Jn Hopf OILO), RLO) 必 为 偶 函 数 ， 对 上 式 又 
可 利用 太 a,p 算 子 ， 两 边 同 时 用 HB, :从 左边 作用 ， 由 五,B 传 递 人性 
《这 点 不 难 直 接 验 证 ) ， 得 到 

Hg, (у) = Hg Нови (у) = Н, if (У) 


= ' 22 
IR; ву = 2 f У). 


《这 是 因为 f(y ) 是 侦 函 数 ，f〈(》) 是 奇 函 数 ， 故 f (0 ) = 0)。 
从 而 


w=} 3 Нв, b J= X _2У 
f В» 10 СУ z l'd- 8 


~1 


f (y! — st) "Ваве (5) ds 


— 52 2 
"rag. ои Bb ода, Gum 


将 (5.70) RA (5.65) ， 注 意 到 
Г(В)Г‹(1-В)= 


И 
sinBz 
得 到 
иба, = | JF. b Gy у» ds ЭЦЭГ 
(5.71) 
Ж в, k= k (x, у, t, 5)= tyt ?P singa Ly? - Cs- 
x) ЧЕ- 1). 为 改变 (5.71) 中 的 积分 次 序 ， 必 须 区 别 


x — y> 0 #fllx — y< 0 两 种 情形 。 
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#x>y, sM tE. Ж 
зу Biy 
иб, уз= [оса [О мм) x>>?>0. 


#x<y, SGH (虽然 永远 同 号 ) ， 但 两 者 均 可 取 正 和 负 
值 ， 有 


u(x, у)= -| СЕ (fL дун + [Уа (аз), 


0<x<y。 
我 们 证 明 此 式 可 简化 为 
vis у 
wo, = [ос | "ваза, oc». ло) 


为 此 ， 我 们 必须 证 明 
2 hr Ба (| ваз) аг LN bCt 10222 - 0. 


因为 5(t ) 是 上 + 的 偶 函 数 ， 假 如 0 ct cy x， 则 证 明 
Г Cy? ~ (s = x)2JB-1(s2— t) -Ва5 


-v 
= fo = (w - х) 28-1 (w? - 12) Bdw 
就 足够 了 ， 但 这 由 如 下 变换 即 可 得 到 
2x(Gw +1%)-(5+)(9+х?%-у%)= 0, 
Aii (5.72) 和 (5.71) 可 以 用 同一 个 公式 表 出 
и, 7)= „С И: 
? тозсо» у) тав а-у) : 
x20, 20. (5.73) 


HRR (5.64) 的 一 个 解 ， 它 是 ?的 偶 函 数 ， 满 足 初 始 条 件 
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《5.68)， 出 现在 (5.73) 中 里 面 的 积分 表示 这 个 问题 的 Riemann 
函数 ， 它 可 用 超 几 何 函 数 表 出 。 

3 ) 混合 问题 

在 x 之 0，》 之 0 内 求 如 下 问题 的 解 


(5.64) , 
m о)= f(x) иу(х, 050-0, (5.74) 
u0, у) = 0, | 
由 波动 方程 对 应 问题 的 解 为 
ДОХ» f Oc», «>», 
и(х, 9-1) 
gU Or esc fO х0, x<. 
因而 ， 对 于 x 委 》， 当 ReB> 0 时 ， 我 们 得 到 
u(x, У)-Н,,Ви(х, y) 


г(в+1) 


=—— fa- tB- С] (yt +х) - f (у! - x)) dt, 
„(ген ° 


(5.75) 


4) 在 第 一 章 、 我 们 曾 考虑 了 KazraeBrw 方 程 

2u ди 2B „ди сс, (5.76) 

дх ду У ду 
通过 特 解 ， 我 们 求 出 了 其 解 的 一 般 表 达 式 ， 本 段 ， 我 们 从 电报 方 
程 的 Cauchy 问 题 入 手 ， 可 直接 求 出 其 轴 对 称 Cauchy 问题 的 解 。 
考虑 如 下 问题 
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( (5.76) , Кев>о, 
u(x, 0)= f (x), 


= 0, 


у= 0 


У 


我 们 先 求 B = 0 时 方程 〈 电 报 方程 ) 的 如 下 问题 的 解 
а?а _ On 


533 дур 0470; 
г(в +5) 

а(х,0)= 一 一 一 2 fts x), =0. 
г(2) 2) v-o 


由 经 典 解 法 ， 我 们 得 到 上 述 问题 的 解 为 


AE +y)+ f(x- У) -су 


E 


7 J cV yt- CE- EY) 
ХН cups (CO 


QA 
© 


х леуа -m D 1 oc yb di) 
- 


1 с 
{Ef сежу) Рас 592-55 
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B+ 
r( Š > - cyf Lera D 1Ссу(1- 1) 35 еу) 


= --шүүс (968 y) 


г(2) 


a-t?) 


其 中 ， P Cx + у) =--С/х t) Ки 500, Wu(x, У) = 


СН,,, (х 
整理 得 


ибх, у)= 
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» У). 


B +1) 
Ч 2) a KS 12)В-1 
rer( pri) ^ 


* 
Hist Decem 


(9*0 ај 
T(B + 一 

E ын” -f p(x + ту (y? т2)В-1 
rer() 


xJg., Сс ty? - =) ат 


T( B +1` 
ша fict кра =ч 


$ г(2)г ° 


x 1 
х ўв. (суса - 1?) * Jat, 


其 中 
Јв.,(У) =r B) у!-ВЈв.,(У). 


这 和 已 知 结果 一 致 
з.ни сто 
考虑 


` (5.77) 
u(x, 0)= f (x). 


Яи(х, Р) х МИ, 
RURH „ВЯ, RIT г о — 26387; RIO WE WE 4 
可 微 解 〈 它 是 x 的 偶 函 数 ) v (x, Р) 9105.77) 的 解 联系 起 来 ， 


в 
u(x, t)=- : j: v(xE, D (1 - 82)B-1d8。 
rer(1) 


假如 我 们 进一步 假设 v(x，+ ) 在 原点 是 解析 的 ，( 于 是 4 (х, 
1) 同样 也 是 ) ， 则 当 x 和 t 充分 小 时 ， 我 们 可 将 上 式 写 作 围 道 
积分 


1.0 бхЕ, t) A- E) Begg Def 
р TOC BOU dE SAG D, 
“G DS ттл Лоб» D 


(5.78) 
其 中 当 B>> 0 时， 是 区 间 [0, 1), та B< 0, 2821, -3, 
- 5，…， 时 ， “是 一 个 开始 和 终结 于 = 0 而 内 含 & = 1 反 时 
针 方向 的 环 路 ， 由 第 二 节 知 ， 上 式 可 道 转 为 ( 当 B > 0 时 ， 就 是 
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ВТ, Anm um 0 情形 》 
Рио D E8117 Ева Dei 
v(x, t) ESQ ЕВЕ eA, 1). 
195945, Résenbloom3ü Widder 得 到 了 一 维 热 方程 Cauchy 问 
题 的 多 项 式 解 ， 此 解 在 原点 某 邻 域 中 解析 ， 且 在 解析 空间 Ж 
备 ， 这 就 是 


z) РЈ 
а. es (п—2Ё)|Ё] ° 
这 个 结果 在 1965 年 被 Bragg 和 Нато 推广 到 (5.77) ， 其 对 应 的 
“广义 热 多 项 式 ” 由 下 式 给 出 
r( B+n +1 
Ри в(х, t) = 22386) — ох, 
8-0 p 1 
r(8 +п-Ь +2) 


此 式 容易 得 到 ， 事 实 上 ， 我 们 如 果 将 vn( x ， + ) 代 入 到 (5.78) 
且 逐 项 积分 ， 立 刻 得 到 


Ausa(x, Р) = ,8рь, Вх, t)-u(x, Ф), 
1 1 
г(п +1) г(в +2) 
Аа с 不 仅 如 此 ， 我 们 还 有 如 下 结 
P(n +В ++) г(2) 
№: 
命题 5 Ши(х, КЛ (5.77) 的 一 个 解 ， 当 | t |< o ,|x| 
Зо, НИ2В+-1, -2, -, Ши (х, ) 可 以 延 拓 至 


了 92 


带 形 1f|< aa，-coe<x<<co， 而 展 成 如 下 形式 的 级 数 ， 


го 
u(x, t)- лавра (=, t). 
= 


此 级 数 当 | +1< 0, -co< х Сени. 

证 明 v(x, #)=/ји(х, t), Шо(х, t) ЖЖ 
方程 的 一 个 解 ， 关 于 x 是 偶 函 数 ， 当 |t1|< o, | | С ов, 
于 是 ， 我 们 可 以 写 


v(x, t)= S рога (x, t). 
0-0 
利用 D。Widder518) 的 技巧 ,可 以 将 上 述 级 数 解 析 延 拓 至 | |< 0， 
|| Сео Gin, Tt * 视 为 变量 ), 于 是 对 复 平面 上 任何 紧 集 R， 
当 xEk，| #1 之 o 时 ， 上 述 级 数 绝对 收敛 ， 而 再 由 


ибх, 1) = Av(x, ћ) = Јово, t) 
n- А 


= УБ, рь р(х, t), 
n-0 


即 可 得 当 ReB> о}, XIx€ & | t] o, НЯ ВИ ХН. 


证 毕 
84. 积分 算 子 向 高 阶 方程 的 推广 
在 第 二 节 中 ， 我 们 导入 了 分 数 阶 积分 ， 
т] Cx- EEC 4) di. 
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其 中 是 任意 实数 . 1927 年 以 后 , Riemann-Liouville, M.Riesz, 
Hardy 等 先后 在 这 方面 开展 了 工作 ， 他 们 将 x 和 由 实 域 开拓 到 
复 域 ， 五 十 年 代 中 期 到 六 十 年 代 ; Lions, Erdelyi 等 又 对 上 式 右 
端 被 积 函数 中 的 因子 (x - + )*-!, 扩 充 到 一 类 单调 函数 中 ， 从 而 
使 它 直接 应 用 于 奇 性 偏 微分 方程 边 值 问题 和 Cauchy 问题 的 研究 ， 
然而 ， 所 有 这 些 变换 都 不 是 很 自然 的 ， 这 里 ， 我 们 从 一 类 广义 超 
几何 偏 微分 方程 出 发 ， 自 然 地 导出 两 类 积分 算 子 来 。 
1. 考 虑 


Luz i 06 +г;- 1)- 50» Цэр. *«) 


xula, г, У, Р)= 0, Р<9 +1. (5.79) 


ЗЭВ, ay，riE Ci 尸 是 与 ?无 关 的 线性 算 子 ， VO 5-2 交换 次 


№. 特别 ， 当 卫 = 0 时 ， 定 义 青 (y-2_+as)= 7 ИИ, МР 
ЦЭ! ду 


=, P=0, q=1B, £ r= Ü + 二 ， 再 作 变换 ?= - T, 


(5.79) 变 为 Bessel 方 程 


d'u , 28 аи | 
+ + и = 5.80 
a dt SEMI 


而 再 取 呈 = + 我 们 就 分 别 得 到 椭圆 和 双 曲 型 EPD 方 程 , 取 卫 


= +22, ЖЕН НА ES ЖРЕТ, p= 2,9 
=1, г= су а,=а, о,=6, (5.ЛОЭЖЛЭНЛИ rE, 
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对 (5.79) 注意 到 如 下 关系 : 


(ча) ta.) Gan 


г(9-2-9Х» я +а)-(> ú +a)(> ú +"), 


(5.82) 


° d 2vyrad 
3 (4a) Yt om). (5.83) 


将 -5- 从 左边 作用 于 (5.79) nn 次 ， 得 到 


i = j=1 Uu (2-6 trel)- PD» В (yt) 
j Еа * ++п-)-Р‹рә (2-4. 


+а, + ") o. 
由 此 立即 得 : жи (а, r, У, р) (5.79) 的 解 ， 则 
иба, r, У, PY r, У, P). (5.84) 
如 果 成 立 


а"! 


dysi “ (9, F; У, Р) v r, 


ужос | 


y 了 )|y>。= и(а, r, У, Ру расе 0， (5.85) 
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则 有 
и(а, г, У, P) 


"Tj, етаж, r +n, t, Podt. 


(5.86) 
ЊУ E +r aK ср 从 左 作 用 于 (5.79) ,利用 1",2" 3", 
即 得 
а = o(d f d = а 
(ни "јаше ao dy " Xr 
j*j^ 
1 p d „бә d yn 
+r? J-P y—2.-a,)| x | yt * —£ (ут -1ц 
3 ) &( dy 2) ( ду ) 
由 此 推出 
yiii d yr, зуу, P) =uG tg T y P, 
У 
或 者 写 为 
o? uar Руу- y? * и (ay rg rf y, P). 
У 
复 n 次 得 到 
d 


as r, у, PY) 
У 


жу blu(a, c; - 1, 8p „у P 8 5.79) ЖУО (а,-=,аругу, +, 
ranri лута ur) 的 解 ， 关 于 ci 也 有 类 似 记 法 。 
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~ 
= уги- ћелија, ry! – путу; y, Р), (5.87) 


车 有 
рег Е (у'!-ти(а, r, 7, P], 
шээшу!”! и(а, ту У, P)- 0, (5.88) 
则 有 
EE: 1-ту 2 n-14Tj/-n-1 
u (о, гуу, P) = ттуу "Го pru 


X 
xu(a,ri-nr,, t, P)dt, j'=1, 2,=s ч, (5.89) 


BUT tat 1 从 左面 作用 于 (5.79) Ий <Р), 


有 
67 ta +1)Lu= (8-7 (9,2-89-9- Р (Da) 
gH (rmi +1) 
iti 


1-9 Ê (учи) | = 
х [у Em Cy чд| 0 


由 此 ， 有 
ша +1, Go r, У, Р)= y!" Эт Суи (а, ғ, y, РЭЭ, 
У 
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y"! и(аг +1, ау, r, J, P) 
= узд (узица,т, У, P). 
ду 
重复 施行 ”次 微分 ， 有 
а\" PS 
(224) (suca, ry, P )J 2а у "(а +n, СУД 
ду 


r, y, Py i= 1, 


2, P. (5.90) 
为 便于 应 用 ， 有 
命题 6 (5.90) 与 下 式 等 价 : 
y- lula; +n, e, "у P) 
^ 
=-2 "и (a, r, у, P). (5.91) 
ду 


证 明 用 归纳 法 证 之 。 显 见 ，” = 1 时， 结论 成 立 . 
Фп = 有 时 成 立 ， 即 


20 ы ‚и. = v +k, $; 237 
2-1 Суи (а, ғ, ур,)ј= y?***u(as! t b, ou! ,r, y, P) 


5 


учти (вл 6,80, r, y, P) = 22 Cru (ar у,Ру) 
У 
等 价 ， 此 时 有 ， 


(vota, r, у, РОЈ 


pei 8%. 


=y ap u (G, r, У, РОЈ, 


则 n= 名 + 1 时 ， 由 
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= yh? ИМЖ, Су e y+th i) 
де": ч 9^ e aitk- 
= ук (у 4 (убив) + C1) LRL Otu) 
У | ука эс? 
ori 5 ak ? 
= уе: 9 __(учузв-зџу+(Е + 1) уй (у tk 13) 
У E дуг У ) У ‘зу У 


= уд [уља ok (утизв-1цу 
Убу | у , 


由 归纳 假设 ， 即 得 上 式 = (угао Суч), ктт. 


证 毕 。 
由 此 命题 ， 若 
tu т, у, P) | amaan 
ду ir 
и(а, т, У, Рују-о= 0 (5.92) 
则 有 
a (a, гу у РЕ ЭРЭ су р-ни 
Г(п ° 


~ 
хи (аз +n, ai,r, t, P)dt, i'z1, 2, p. (5.93) 


(5.86) , (5.89), (5.93) ARIT (5.79) 对 应 参数 相差 为 


一 整数 时 ， 解 之 间 的 递 推 关 系 。 特别， 我 们 有 
命题 7 #Р=1, М (5.79) 5 (5.87), (5.91) P+ 
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q + 工 个 方程 所 成 方程 组 等 价 。 
证 明 ЯН, Жи (а, 

和 (5.91) , MARE (5.79). 
М (5.84) HR, 


r, У) ЈЕ (5.84), (5.87) 
但 这 里 我 们 证 明 更 强 的 结果 。 


и(а +n, г-п+1, y) = 4" ша, r-n*l, У) 
dy" 


-1 
= ат ч (а, r -2п+1, ») 
d ц(а+п-1, r-n, У) w 
, , . 


上 式 左边 应 用 (5.90 得 
и(а +n, r—n+1, y) 


n- 1 
us ds do er >. адыр tulai +n, r — n + 1, >J) 


~ 
y9i*"7'u(ai, ain, r= n+l, у) ) 


= у! 
-2 ~ | 
*(n-1)—. У" ви (ан, ain, r -n+ 1, у} 
= yi" 2-р» y% 1и(0;+п-1, а, +, ғ-п+1, y) 


а": а ~ 
*(n-1 а oe Q,*n, т-п+1, ») 


^ 
= аи (а4 +п– 1, а;+п, г-п+1, y) 


400 


MU m tec 


be mw 15238 


~ 
+y- uta + n- 1,0, +п,гт—п+1, у) + (n-1)y 
У 


1-06 
d"! 


^ 
d иг"? и (а, atn, r-n1, У) 
У 


d ^ 
= (5-9 чаи +п-1, G;+n,r-n+1, У) 
dy 


+ (п– 1)и(а,+п–1, а, n, r-ntl, y) 


d ^ 
"(d o +п–1)и (а, +п–1, atn, ғ-п+1, y). 
. dy 


依次 取 i = 1, 2, 6, P. ERREK 


p 
п (Я eo en-Du(an-1, r-n+1, У). 
$=1 ау 


Ж (а) 右边 使 用 类 似 手段 ， 反 复 应 用 (5.87) ， 有 


ша+п-1, r-n, у= (tno m-D-D 
ј=1 


и(а +п– 1, г—(п– 1» У). 


Tj, H Cs) 就 有 


d d 
H ("x ;-(n-1-1- UNI 一 一 + 
Л, dy ge ma i= Er Б 


+т- 1] ажаа, г-(п-1), У)=0 


特别 取 n = 1, WH (5.79 证 毕 。 
` 推论 1 Bessel 方 程 (5.80) 与 (5.87), (5.91) 等 价 。 
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Jehp= 0, 4=1, 24125 p=1, »--18. 


推论 2 ” 超 几何 方程 与 (5.84) ， (5.87) , (5.91) 等 价 。 
Жа=1, r=c, Р-2, ава, а,= b. 

利用 Bessel 方 程 的 等 价 方程 可 以 直接 导出 Bessel 函 数 的 Sonine 
公式 以 及 一 系列 到 其 他 重要 公式 ， 辣 样 ， 利 用 超 几 何方 程 的 等 价 
方程 也 可 直接 导出 超 几 何 函 数 一 系 列 重要 公式 。 

2. 本 段 推广 (5.86) , (5.89), (5.93) 的 结果 ， 且 证 
明 其 逆 ， 继 而 导出 应 用 于 EPD 方 程 的 分 数 阶 积分 算 子 。 

考虑 

à 


д 21 
L 29. “н — +r;- 1 
(а, r, LT ЭТ uh (2 r; ) 


b ә | 

-P (Dj п(у га) uz. (5.79) 
i=1\ ду 

XU Hula, r-o, ту УУЛ (5.19) 对 应 系数 为 


(о, +, а» гу, rm, тулу ny 0, ту мото № М, Н. 


Retr; -©)>1, Reo> 0, R Ж Кео>0, 


Пау еш (a, гу, rj, У)= 0, (5.94) 
则 我 们 定义 
"EN ; 1-5"; — pj9-1T;-0-1 
и(а, r, У) T(o)" Го 5917 


хи(а, ти- 9, Ty, ар (5.95) 
就 是 (5.79) 的 解 ， 且 满足 条 件 
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M € АТИНИ 


limyr/-'u(a, т, У)=0, (5.96) 
y-0 


证 明 改写 (5.89) 为 


РРА ШЕ жы Tji-n-1 Jon y 
У и(а, r, у) = а СУ ular; -n, гу, У). 
У 


注意 上 式 左 端 与 无关 ， 于 是 利用 分 数 阶 微 积 分 ， 将 上 式 右 端的 
n 延 拓 到 任何 实数 ， 我 们 定义 


-Ф ~ 
yilu (аут, у) => (iue, rj 9,ғу/, y) 
У 


是 有 意义 的 ， 而 这 正 是 (5.95) 。 
我 们 记 


L(r;-o, т, а, "LT. д Tr (»--«5-» 
ду ј=1 ду 
Г 


(opt 1)- P И (y 2+). 
WL(s, т, vj ) 从 左边 作用 于 《5.95) 两 端 ， 我 们 可 证 明 
У 


其 值 恒 为 零 。 有 


Lula, г, У) = 1- "p 1ri-9-1(y — 1)971 


га 
и (а, гу, ран. 
在 积分 号 下 ， 令 上 = yti， 再 以 上 К, 188) 
上 式 = C f -109?-17i-971 
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х Шаца, ту о, r7, ВУЗЕ, 


br Pf (э а.) Pr (zt 52+), Jb AE 


1=1 


一 参数 ， 再 有 


А ә 2 > 
НО rí-0, rj, >27): rj-o,rj, у)=0, 
故 有 


1 b а 
=н [РП рб +a 
[а ) MC ду: ) 


^ Үүр -1)9-1179-0-1 
` xula, rj- 9,77, »»]a- 8 ) 


E У уг 一 一 + 让 /一 o-D-(x -2 ey -o-1) 
х (ру ј=1 u ду: 
psj 


~ 
xula, т/у— o, rj, yp Jat. 


代入 原 式 ， 有 


ER- gh? yx 1 (СИ -1) 
ЈИ 


Е 
х | -Det xu (а, rj —0, ту, Ура 
0 
mt д T em АР, f. -1 0-1 
Ofr o-1) ‚а-9 
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~ 
xi*i/^9-*u(a, т/—Ф, ту, yl) dt). 
` 我们 证 明 
(ы 


事实 上 ， 
ee... — 一 59: 2 f — фри -0-2 
{ } (tr ifa узе 
^ 
хи (а, ri - о, ту, ура 


4 : 
+of (1 - 2)?7 1179 -9- 2 ц(а, rj o, ту, Ура! 
о 
1 2 ^ 
- a-r | 0-05997-9-2:1(а, г/-о, гу, ура 
0 
1 УФ 
+of (1— 09 7 И-9- аи (a, r/—o, ту, ура 
0 


- а-о (yt zer" Ja. 3) 


在 上 式 右 边 最 后 一 式 中 令 yt= +t,， 再 以 t 代 t1， 分 部 积分 ， 即 得 
1 Фугу//-Ф-2 д 
-[а-» 14 ЁР-Э2 


= у" (у—1)®79-%-1ш Г-ун 


У 
х| (у 097 1472-79 Yudt + (r - 0-1) у! 778 
0 
А ~ 
x [ (у - халж rj- 0, ту, Ра 
9 
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由 定理 条 件 ， 积 出 项 为 零 ， 将 其 代入 {……}， 并 在 〈* ) 式 右边 


的 第 一 、 二 两 项 中 ， 令 yt=t1， 以 t 代 t1， 简 单 计算 即 得 {…*…} 
LIUM 
(5.96) ЯН (5.95) 得 到 。 证 毕 。 
推论 1 EULS, xi (y - 9772-79-19, WJ 
在 定理 条 件 下 ， 有 


ү ~ 
(о, г, ЭН? = L?; папу - с, Huy) 
j=1, 2, 4. (5.97) 
X24 ито, dy r, у) 05.79) 中 对 应 os 为 ai 
ao 时 方程 的 解 ， 且 或 者 Reat> 0，Reo>>0， 或 者 Reo> 0, 
lim у%и(а+®, а, r, уул 0 ， 则 由 下 式 决定 的 


y-0 


и(а, r, y) КЕ — у! *- = feo - oie 


Г(о 
x и (a4 O, с т, t)dt, (5.98) 


就 是 (5.79) 的 解 ， RE учи (а, r, у)= 0. 
pus 


该 定理 不 难 用 类 似 于 定理 11 的 方法 证 之 。 


ami SKO, fy 1 1-0-a;f” (уурга 
жет пика, FINT IL У Ке 


x t" foodt, 则 在 定理 12 条 件 下 ， 有 
&(& у )кв ека (ањо, G, т, у), 


ду 
i21, 2, P. (5.99) 
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由 以 上 两 个 定理 ， 我 们 得 到 如 下 绪论: 
方程 (5.79) 车 对 某 一 ”> 1 时 有 解 ， 或 者 r;<< 1 ， НИМ 
Ату“ tula, r, У) = 0， 则 对 一 切 r; 27:0, 方程 恒 有 


y>0 
解 ， 其 解 之 间 满 足 (6.9) ， 同 时 存在 积分 算 子 ， 使 (5.97) 成 
立 。 若 对 某 一 个 a ， 方 程 有 解 ， 则 对 一 切 满足 as= 0:’-@>>0 
Бо RA a < о, 但 是 imy Pu (asyr, y) = 0 Йу а, 
у Ë 
(5.79) ЕНБ, 其 间 满 足 (5.98) ， 存 在 积分 算 子 K8&,， 使 


G. 99) 成 立 。 
为 考虑 与 〈5.84) 相应 的 积分 算 子 ， 从 对 EPD 方 程 的 应 用 出 


х, WRITE 
1 1 
[Lt 8-2)- Ро] и cat. у) o. 
| (5.100) 
这 是 (5.79) 中 9 = 1, P = 0 的 特殊 情形 。 


定理 5 若 *(B+o+ 1, У) G.100 参数 为 +@+ 
1 
70, 

“ШИ 4, y)-o, 

r'Wiglind(B хо» boxeo n 


„(в + у) r5], 0707 (8 +0+2, 22 
(5.101) 


就 是 《5.100) 的 解 ， 且 有 limu( B +1, y)= e. 
y-0 2 š 
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2" 洪 满足 lima(B +o+ 1, уј=о, њугч(взо + 
тив 2 
Буја, n 
“(B+ 2) Fl 47277 
„(в +0+1, t yit, (5.102) 


就 是 6.100 Hof, 且 有 limu (8 +5 »)-0, 


证 明 只 须 证 明 (5,101) ， 类 似 可 证 (5.102) , 
改写 (5.101) 为 


«(844, ») 


f »?ü-097 и «(8ко44, гууй, 


"To 
TÉ 


P QD u( B +1, У) 


mx = ty ја: 
==” efa- t) Р‹Р,) „(воље У) , 


rco(8 +2) 2. (8 +> >) 
2 ё(8 -О”л [а-реи(в +0 +2, ty)at 
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1 Г] 1 -руд-1 ди 

+(в +1)» Га port dt, 

Tto) у 27 2oto-) 59: f a-0*-tudt + 20y* 
ду: ° $ 


1 1 2 
Lagy0-:1, ди o+, _ ро-1уа Ofu 
xf a-» LL Га-ь пору, 


PQQu- уди (в+1) ди). 1 у 
[ ‹Р,)и jy: (8-1)25| (5 
1 1 
x a- o*iPaoudt od- y а- 0?7!udt 
0 > 
ú o[' (4 0-1, ди рожна [! o goi; Ou 
го | a- у [а 249122 


- (в £n а-да 


-(8 +)" Ки (в *o +2, ty)at. 


但 是 


224: tor ty) 


at? y? 


yt +(8+о+2) | 
(В +o +L, ty) 
— -P Da x (Beo, ty)=0, 
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由 此 解 出 (Ds) (В + o +Ñ, yf), RARR ВНЕ, @ 
到 


add ++ 2) 


[Pov- урж 5а (вт) ЇГ: 


РЭГ Oy 1yo ft руе ёи 
xf a-» vi + (во > Ѓа-о ey d 


(В+ 1, ty) 
: dt 


-oyf a-p- ay 
поет fran erede) 
对 上 式 右 边 第 一 项 分 部 积分 ， 有 


Ë 
sefi а-я ua dte га пена | | toy? 
| 


ETT 


* -1 ди ди 
х 1- 55 512 фр ef 1-9 dt, 
ІК ) ety > E ) ду 


由 定理 条 件 1"， 不 难 证 明 积分 项 为 零 ， 其 余 两 项 代入 原 式 ， 有 
2 и а 
原 式 =(B+ о 2)» Ѓа-о э! 


- (e: +Во–Јојуг а-та, 


分 部 积分 第 一 式 ， 除 积 出 项 外 ， 其 余 项 恰 与 后 一 项 抵消 。 故 有 
410 


на = (в ко-4)УРа-094(8» 2 +1, n) id 


4-0 


(由 条 件 1°) 。 
ETUmu(B-l, »)- о, ни" 610D, VATA. 
y>0 2 
йр, 
вэ зиндаа орела, mar 
tenint, Ж 
1(8, у-ру)Н на (8 + o, "X (5.103) 


注 1 此 定理 可 以 毫 无 困难 地 推广 到 


9:2 д НГ 2 " 
AU IUS 1) pepo] u 0 
一 类 高 阶 奇 型 偏 微分 方程 中 。 

2° 用 同样 手段 可 证 其 逆 也 真 ， 这 就 推广 了 (5.86). 

3° 由 证 明 过 程 易 见 ， 若 Rew< 0 (5.103) 所 确定 的 有 限 部 
分 仍 是 (5.100) 的 解 。 


例 XB. 
д*и ди ди ди 
хэжэ ьт, „== - 
ду: дхду 4 ду Е дх 05:0 Se EST, 


(5.104) 
HRI = 0 是 该 方程 的 一 条 特征 线 ， 
当 ” = 2 时 ， 易 见 此 时 方程 有 如 下 形式 的 解 : 


У 
а= f (x+ у) «ertet +y- t)dt=a + 
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п У = 0 正则 ， 而 a: 带 有 1 一? 阶 奇 性 ， 利 用 定理 12， 当 + 二 
2 时 ， 有 解 


У 
u, УЛ о 07727187 f Gcr да, 


zi 
L(r-a) 
a 1 jc У  рут-а-1ја-т 
а= py [о [2] t 
1 
xÍ zUc(x + t (1 – z)Jdzdt, 
o 
M. М. Смирнов 曾 研究 了 奇 线 是 特征 线 包 络 时 ， 方程 的 定 解 
问题 
môu _ д?и _ 0 
ду ox ° 


limp (x, y)u= т(х), limý(x, y)uy= v (х), 
y-0 y> 


limp(x, у) = 0, limp(x, y)=0. 
y-0 y> 


我 们 可 仿 此 提 
(5.104) , 
"or ди _ Я 2 Г(а) " 
(umy Фу” 0, Ин » Гу OTEC 


利用 定理 12 的 算 子 ， 可 得 到 


u(x, у)= УУТ, (y — 077927122715 (x + t) dt, 
0 


хэ ЕНА 
T(r-a) 


3. 如 果 我 们 将 定理 11 和 13 中 的 分 数 阶 积分 算 子 应 用 于 EPD 
方程 ， 我 们 就 导出 了 两 类 分 数 阶 积分 算 子 。 
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考虑 方程 
2u ди 28 ди _ 0, BEIR, (5.105) 
У 


为 直接 利用 定理 的 结果 ， 我 们 先 有 


3u 28 ди. үз ə 
Sme yap- 00-20 2. 0 msn Cr [+ 


2-48-4) - „(Воја = оюшан, HE9 > 0 FFT, 


ТЕН Lyc, (В +4, 2, Р)В8-2 
程 的 解 ， 则 有 
(844, z, p)=a(B +t, 4952) 


=u(B +2, У, р). 


дођи (8 +1, y, p) 6.105) юм, РАЕ-ЯЫ 交 
2 ду 


换 的 线性 算 子 。 
证 明 是 容易 的 。 从 略 。 


юэ, р- 就 是 《5.105) ， = 人， 人 为 m 维 空间 的 


Laplace 算 子 ， 就 得 到 mm + 1 维 的 EPD 方 程 。 
由 命题 14 和 定理 11， 立 得 


定理 6 ве (8 ++ х, у) G.100 的 满足 条 件 
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Пау? = = = 0 的 解 (或 y?8-1u 0) , № 
y-0 


(В+ otl, х, »)- Hg, Bruu( В Sos») 


T5. а-у®-ивщ(В +1, x, ty)d 


就 是 (5.105) 的 以 B+ @ 代 和 时 方程 的 解 ， 且 有 


lim y! 8*9» ди B+o+ 工 ， x, »)-0 
5—0 ду 2 


1 


t. (5.106) 


(увео C 十 Ф dos ЕТ у)» о (ужој. 


证 明 ”由 定理 11 立 刻 可 得 结论 。 只 须 注意 т/=В+-» 


(5.95) 变 为 


4(8 +1, х, У)= yr F 


x«(B- o. x, 272 


以 了 代 上 式 中 y， 再 在 积分 号 下 令 + у, 
B - @， 便 得 
1 201 (yg 
„(во х, »)- ктеу" 1g 
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1 (Ур 69: 
rj. 0 ) 


18797 


t 


再 以 B 代替 


hd» -524° EZ В ++, х, t)dt 


"FL zy эрэ (+> -4 уза ye 
«Qr лын нь вым 


Ѓа- 10-a B+ L, <, туја 


ruo. 
= Hp, B+ ou, 
59 = а, щЩВеа > 0, ВеВ > 0 Е. 


limy*Pu, (844, x, уј= 0 时 ， 上 式 便 成 立 ， 这 一 方面 说 
2 y>0 2 


W: НьвЖУЖЫ (5.105) 中 奇 性 解 恒 为 零 为 条 件 的 ， 即 
На, 与 正则 解 相 对 应 。 同 时 又 说 明 ， 五 ,8 关于 正则 解 有 传递 


性 。 
如 果 Reo< 0 ， 我 们 取 积分 的 有 限 部 分 ， 上 述 结论 仍 成 立 。 


此 定理 还 表明 ， до Г, ЕЈЕНа ВА (5.79) 一 类 


高 阶 奇 方程 的 推广 。 
与 定理 13 相 应 的 有 


定理 7 #и(в+о+ј, х, >) (5.105) 中 参数 为 
B + omms. 
1° 满 足 条件 limu( В + о + L, х, »)-0» м 
у>0 2 
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v(8 +1, х, ») 
_ 91-29 


_Тбо) 


узе l'ra- me: s (8 +e +Í, x, ty)dt 
(5.107) 


ЖЖ (5.105) 的 解 ， 且 满足 


limu( р ++ х, У)= 0. 


2 Жи + о +, х, У) 0, y" = [B + 
otd, x, Y ) 在 无 穷 远 处 可 积 ， 则 
«(868 х, У) 


21-20 


20 |° уе,» _ 1)9-1 1 Я 
TG" Ї га-1) “(B+ or, *, ty)dt, 


就 是 (5.105) ЮМ, НЯГУ >с}, «(844, х, y)>o. 


此 定理 的 证 明 类 似 于 上 一 定理 。 
XH. ПЕН (5.107), Кра =o, 则 由 定理 7 的 条 
件 立 刻 可 见 ， 该 分 数 阶 积分 算 子 是 以 正则 解 恒 为 零 为 条 件 的 ， 即 


它 对 正则 解 不 起 作用 ,其 次 ,车 (8 + о + 1, =, У ) 是 (5,105) 
中 参数 为 B + @ 时 的 一 奇 性 解 ， 即 


у у В +o +> x, »)- < (x), 
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Шш (6.107), Ж 


Ба yu (В +> х, >)= 


21-15; 10 


о 


x [imya ' «(8 o1, x, ы 


ЖЕЙИН, ВЫ В + u 为 参数 的 〈5.105) 的 奇 性 解 直 接 映射 
5 (5.105) 的 奇 性 解 。 
如 果 注 意 到 (5.105) 有 两 类 解 


“(8 +3, x,y) fiyat yD a- ва 


和 
“(в +1, х, У)= элч ecce yn a mtd, 


为 使 wjs 0, Пи, 0, 必须 有 B +o < 否则 当 B + о 


limyt-*9*0 Г рх ь yi) (1-2) -В-941= 0, 
6 ° 


推出 
foaryn a-t?) P*9 qt» 0 (у28+9-1), 
此 时 必 有 = 0 ， 这 表明 万 。,8 适 用 于 Re(a+ py <. 


在 (5.107) ВИВКЖВ +o, о= 2, ИЗ (5.105) 
BJ tri: 2 
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и (а,х, ,9) oF ay ig-o 


х fita- msc, x, 1)dt, (веа<вев<1), 


EDAXTSGREm, d 


Hp-a, pLp= Lg. Hg.a, p. (5.108) 
МИН (5.106) 有 
Нв-а, pLp= LgHg.a, p. (5.109) 


其 中 a= Pec iP Ds 1а. 


x XH, 算 子 的 应 用 仅 以 一 例 表明 。 
考虑 


3u _ 2B ди 
一 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 = 0, Refco 
Ет ду? У ду : В 2 


ибх, 0)= 0, уд Buls, Ују-о=т(2), 
首先 考虑 : 


ДЭ уу= 0 (уто), yat, Уу = rO), 
МУСЕ. 


а= LUE y) nC -»)» FË 
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и(х, У, В)= H.g n x21*18 


1 
r- В) 


ча-гувэ [1 Lodi 
х| за t?) В (лас 977169 ғу). 


不 难 验证 ， 上 式 确 是 所 求 问题 的 解 。 只 须 取 ri"(x) = 2177 
Б (3- B ) + со/у 元 类 似 仍 可 考虑 混合 问题 和 空间 EPD 方 程 . 


$5. 几 点 注 记 


1. 由 第 四 节 结果 , 对 应 于 第 二 节 , ДАН ова Сав, Hp, = 
C1Bp， 其 中 C 和 C , 仅 为 一 常数 ， 故 Lions 所 考虑 的 积分 算 子 仅 
ЈЕНИ ЖАН a, BAH a, 中 的 一 类 与 正则 解 相应 的 算 
子 ， 如 果 注 意 到 及 。,8 的 两 个 特例 及 。,p 就 是 多 和 Bp， 则 Bp 和 .ZB 
互 为 逆 算 子 就 很 明白 了 ， 且 Lions 所 考虑 的 e* 空间 就 是 很 自然 的 
了 。 易 于 表明 ， 对 正则 解 所 构成 的 空间 ， Ha 8 AR H ВЕ, вр. 
На,8Нв,„= Но» РЕМИ : 

Но›вНв, = Hs, = I, 

2. A. Erdelyi?9) ZH C E BU E FH, ЦЭЛ ИН 
数 中 的 因子 (x — + )、 再 利用 EPD 方 程 的 Weinstein 循环 式 ， 也 
导出 了 两 类 分 数 阶 积分 算 子 ， 不 难 证 明 , 这 些 算 子 同样 是 万 。,8 算 
子 的 特殊 情形 ， 为 说 明 这 点 ， 我 们 简 述 一 下 Erdelyi 这 方面 工作 
中 的 主要 轮廓: 

第 一 节 ， 我 们 曾 介绍 了 分 数 阶 积分 算 子 Te 


IE) = ve fen O dt, 
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Erdelyi 将 (x - 1) 5 
a zx ЕУ p а-1 a 
If Go vij eco POF dt, 
(5.110) 


其 中 中 是 严格 单调 递增 连续 可 微 函 数 ，Reac>0， 若 Rea< 0 时 ， 
定义 1*= (0-79), RUR Q (x)= x， 就 是 原先 的 定义 ， 现在 令 
Ф(х) = х, 得 到 


2 $Q49- 
пред = гс тэл О2- уу л ууСУуДу, (5.111) 
HWI = (у) n 15, у", МИЉЕ 
Гуч ур = ува, 


quo = Гуза, тур = тв = 15:65, 


又 由 于 
d* 28 d d 2 
18- + = ks pa 
Porter rH Qo > 
-1.4. 2-28 4 28-1 
У ау а 


ЛЕ УН. „В, 8 相同 的 条 件 下 ， 成 立 有 
ноу 1) а 18:13: +, 87, 


BINA dus 可 换 ， 从 而 有 
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пени. 


REH, arb M 
蕊 ”=HB,asB《 可 能 相差 一 个 常数 因子 )》。 (5.112) 


如 果 考 虑 的 分 数 阶 积分 是 
hrf= x)%-1fCt)dt, 


Fj. : 
开拓 (+ — x)%"13 (9 (1) -9(x 7! e CO, МЕ 
а 


=—_1 [° = MC dt 
k f г], e WY сјаја, 


其 中 中 是 单调 递增 连续 可 微 函 数 , ОЛ, 8138 k у "= ф" eg "^, 
同样 可 以 验证 ， 有 
kpY руно = рта, (RYO = руно -а, 
车 取 p = y*， 则 在 一 定 条 件 下 ， 有 
. ЕЙ Pop E P Lpa 
m( Ae ad (186-в-42) 


[L3 БЕН ЖАР, HHB- 算 子 积分 限 取 作 > 到 
co， 则 同样 成 立 


Hk y BREH BRAF. 


з= HB-as8( Lp-a— 272). 


421 


至 于 万 。, 8， 这 里 是 第 一 次 得 到 .。 

3. 在 解决 所 谓 的 “广义 Winstein 辐 射 ”问题 中 ，Lionst3D 又 
KHa 所 作用 的 函数 空间 从 е 开拓 到 广义 函 数 空间 2 (0), 
Неа (ова (ОВЕН, T 

2.(Q)7(u€C9(Q), зиррисо, О = (0, со)). 
ДЕЗЕН T. ЗЕТОВИ СНЕ Кв, tE КВГЉТ = Ів 
КВТ, ТЄ. (О), 但 Kp 是 9-'(Q) 到 自身 的 同 构 算 子 ， 而 
Kp 算 子 不 是 别 的 ， 正 是 y-BCHB,。y-B)*， 即 

Kpf = су BGB, oy B)*f, f€ @ (Q), c=const, 

(5.113) 
至 于 该 文中 导出 的 Hp， 作 为 KB 的 逆 算 子 ， 作 者 已 经 证 明了 有 如 
T RSA 
с (yB.28)* CyBf) = Hgf, f€ 2 '(0), с =const。 
用 我 们 的 记号 就 是 

с (yBH,,0)*(yB f) = НВ, “ЖЖ. 

事实 上 ， 从 KpL。T= LeKgT, 我 们 可 直接 证 明 (5.113). 

由 LoBp= BBZLB， 但 是 yBZLBY-B= Меза ИТ, МЕ 

ТоВв = Вву ВМвуб., 

得 到 

L,Bgy-P- Вву-ВМв. 
на, 138) 

(Bpy-B)*L, = Мв(Вву-В)* 

Aü (Bay В) *L, = уВГву-В(Вву-В)*, 
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№ у'В(Вру ву, = Га(у"В(Вву"ђ9), 

我 们 计算 
(Bgy-D*f, f€ 9'.(Q). 

有 
<ивуђеј, > = [7 0 уведу 


= tef" Ку) 中 (у®- 21) -В-12Вф( 2 )4г4у, 


2 和 2z 互 换 ， 得 
x вә 2 (сэг ft? = y5-8-189Gydydz, 


交换 积分 次 序 ， 
ER =  өоу увау [7 г(г* - у-ва уса, 
voc 2.(Q). 

#k (Bgy нэ f = ву] z(z* — y?) B^! f (z)dz, 


从 而 
у-В(Вву-В)* {= в|? 2(2%— у?) B^! f( 2)dz, 


上 式 右 端正 与 [31] 中 由 《2,3》 式 所 定义 的 Kp 一 致 . 

4. 本 世纪 六 十 年 代 ， 在 偏 微 分 方程 发 展 史 上 ， 出 现 了 “ 拟 微 
分 算 子 ”这 一 有 力 工 具 ， 随 之 而 来 的 各 种 奇异 拟 微分 算 子 理论 也 
开始 为 人 们 所 研究 ，1974 年 ， 由 Киприянов Я Катраиов Ж] Jl 
Fourier-Bessel 变换 ， 首 先 研究 了 一 类 带 Lp 算 子 的 奇异 拟 微 分 算 
F, 19774£, Киприянов 和 Karpaxos 利 用 x, 算 子 ， 将 带 有 Lp 算 
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TR е 一 般 标准 拟 微分 算 于 联系 了 起 


来 ， 从 而 使 标准 拟 微 分 算 子 理论 可 以 几乎 原封 不 动 地 转移 过 来 ， 

而 这 里 所 用 的 xv 算 子 ， 不 是 别 的 ， 正 是 Ноу 算 子 。 可 以 预见 ， 

在 研究 奇异 拟 微分 算 子 理论 时 ， 妃 ac 和 五 c,。 算 子 将 会 引起 越 来 
越 多 的 数学 工作 者 的 注意 。 
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Ш ж 


一 、Bessel Ш Ж 


称 形 如 


d'y ү ду а 2 
ах t dx rmi 38)” 9 


кас» 


的 方程 为 fr Bessel Jj f. 
车 将 方程 改写 为 


хлу!+жху! +(х%"— у) у= 0, 
ну = S силе, 则 代入 后 比较 xp 前 的 系数 ， 得 到 


eCeXio- 1) + Р - у= 0, 
со, WH 
p(p-i)*p-v'sp'-v*-0, 


称 上 述 关于 p 的 二 次 方程 为 Besse] 方 程 的 指数 方程 ， 
当 p 不 为 整数 时 ， 这 方程 有 两 个 线性 无 关 的 解 : 
425 


x 


Ho) Jona — (Ерөн, 
т=о Г (т+ )Г(т+у +1) 72 


x je. 
— . 


J = (уз 1  _ 
ми P 1) Гк у G 


这 两 个 级 数 在 整个 x 平面 内 都 是 收敛 的 。 由 这 两 个 级 数 所 表达 的 
函数 J.(x ),T-v(x ) 称 为 v 阶 的 第 一 类 Bessel вс. Ч v 为 整数 
в, 例如 v = п, WJ. Ü 
J-y(x)7 C7 1)”/„(х), 
称 函 数 


N.(x) = J G)cosxv –Ј-„(х) 
Sinz v 


为 Neumann 函 数 或 v Ur 6 — ЖВеззе к, щу 为 整数 时 ， 它 与 
Веззе1 BJ ‚ ( x ) 构 成 Bessel 方 程 的 两 个 线性 独立 的 解 。 
称 


А (FP G0 = HOD iN), 
reco = а) -iN.OG)., 


为 Hankel 函 数 。 注 意 到 Nv(x) 的 表达 式 ， 可 写 上 面 两 式 为 


[EPs - d CJ, GOe7* - J GD, 


baeo = lC. Gef - 1.6). 


плу 


Т.Т 8 Bg Ве $& Z [8] Гэ — 2 3 235 
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— (x60) = = 0, 
ах 


-4 (GO) = хүл, 
dx 


Ја од + Jy- 

xii, 对 任意 正 整数 7 ， 
—(J.(x))= (- пт" у(х), 
(5 T es (XJ G) = x1 (z), 

成 立 。 特 别 地 ， 有 


Jo (x%)= -J (x), 


— GJ] GO) АЈ, (х), 
dx 


注意 到 Jo(0 ) = 1， 可 写 上 式 为 
[ледах =1-Jk соз < GOdx = x], GO, 


2. 当 ”为 正 整数 时 ，Bessel 函 数 Tun 1(х) 可 用 初等 函数 
表示 


— 2n+1 4 
з(-1)5ү3. а" sinx 
Јама уби) = "үх 5 рок ==), 
2n+1 
- у2 2 а" cosx 
1295109) үх FE e 
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特别 地 有 
J y(x) = V sina _ (х) = V coss, 
З.Ш v 为 非 整 数 时 ，Jv(x ) 可 表 为 积分 形式 . 


ME БЛОГ _ sinava 
AG) zl. аф -H 


x iW РАИ 
° 


3 v 238838 n BJ, A 
BTE өл СЭ 
Ja) zx • emag = СО" 


xf екеун, 
TX 
特别 地 
ы 21 Ят Ф= _1 [ amo 
JO =“: Фа Er f Фар, 


4. Besselgü Br 88 E 275 


3 


Ји пр es(z -5v -2)* о(» =). 
特别 地 有 

J (х)~ =s (< - Z), 

AG) 2-а (5-2). 
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.5.Jn(x) 有 如 下 加 法 定理 


J, (x +y) -22 7,(х)7,-5СУЭ» 
Л (Их? + у!- 2x ycosa ) 


=Jo(x)Jo(y) £22 OD OD соза, 
21 


6. 含 有 Bessel 函 数 的 某 些 积分 公式 是 


J: еајидадаћ= — 3 | (2>0» 
уха + 2° 


fe луде теку --2-(Чр — eus 


F јаје ма) = Ha = 


а 


Ї 1,03) Re Аал = е визе 
VN- А? Их? +z? 


а" r bs үе-т-1 
[rm 55) " 
ос ЈФУ + х?) minu 
Ї Ја (RTT Реза: = x nm „а — b*) 
Ge xt)? (0<а<ь), 


0 (a2 520. 
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ХОС агс sin Ë) 


Г. 2 (а >ђ), 
J Уа? -b* 
(Кеу> - 1), 


Г J, (at) cosbtdt = 
0 


avsin У" 
– ___-___------- (26), 
У? —a* (b+ Vb? - а*)* 
7. Веззе S (x ) H v 为 实数 且 大 于 -1 时 有 无 穷 多 个 实 零 
点 ， 这 些 堆 点 关于 坐标 原点 对 称 地 分 布 着 。 设 kh ，k。",，…, 是 
方程 (x) = 0 的 根 ， 则 


[жга 95) dx = плави, 
0 


БРОМ А; 
[istum витая = 0 


R, ka, e, ЕДЯТ, dz) =0 的 正 根 , 则 函数 系 T (Ах), 
J (h а), +, 在 区 间 CO, 1) 上 是 完备 系 .零点 的 浙 近 
公式 是 

л TV 


hes oa DI + ja, 
HAV GOV. CO ЛЕЗ ASPERIS], BEJ Сх) 的 两 个 邻接 正 
ZR LIBE НОТА СОМЕ, БА. fA 
值 零 点 也 有 同样 的 结论 。 

НОЈ (>) 的 最 小 正 零点 较 Jve (х) 的 最 小 正 零 点 更 和 原点 
вал. 

8. 可 以 化 为 Bessel 方 程 的 方程 
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d'y |2B*1 dy +52у= 
dx* Ч х ах =; 
фу = х-Ви(х), Ши (х) JE 


d'u(x) , 1 du B: 
— F. -(52--54)и-0, 
ах? 3 x dx ( х? ) 0 


Бэхэн, M 
du , 1 du EN d 2 
Jet toe 
在 Besse] 方 程 


dy lady, + (1 
а t dt 


у? 
- ју = о 
Tip, Et -2it, 8 
| doy 
ау ,( 1,4 
ав V4 Ë 


中 令 = 


rco» o. 
ЗЕН ВИ, k 0, mov 
t 
Фу= е 2008), E -2it, 得 


5 


а `g) du 1 _ 
о (vene o. 


ЗЭЭ, o= v + 二 ,r=2Y +1=20。 


9.。 虚 变 元 的 Bessel 函 数 
对 于 常 微分 方程 
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d'y |, 1 dy у? 
+ -(1+ = 
dx x dx (1 x* )> 0» 


其 中 x 是 实数 ， 令 Z = ix， 上 述 方程 即 化 为 v 阶 Bessel 方 程 ， 因 
此 ， 当 v 不 是 整数 时 ， 它 有 两 个 线性 无 关 解 Fev Gx). 为 简便 
计 ， и (x) 


улі 


Тя) =е 21, m (7 = «rex 


Зул? 


=e 2 J, (хе 2 E ac <argx< x), 


90, 2k 
-(5), XGr ok! ГРУ КҮТТҮ 2) 2 


Tv(x) = 一 -一 mj s 
0 


中 令 ix 为 x， 得 到 〈 相 差 一 个 常数 7 
I, GO = пе |" e0sin2s040, 


类 似 可 得 Tv(x ) 的 渐 近 展开 式 
We even) 


Raym- = Qx)” 
Vinx ° nl T 
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БЕН СР x 


1 
-x+ ни га Г (ну + п) 
+E > M qu (24)-® 
2r "=0 4. = 
х n| nS +w n) 


(- ЭЭ \ 


Su Combe) 
e 


Q)" 
V2nxn=0 д г(2.+ v- n) 
2 


IO) 


1 
-x- e Dai 2 г( + У + п) 
у" 
И2лх n=O д r(-« v- n) 


2.93. zi 
(ces) 
成 立 下 面 的 递 推 式 
hachas УЛ Ia Тата, 
а NEIN d Ar SIL: 
Ce у=. (Ze Т) = i ONA 


ЖЖ. Г„=1,, 1.,-1,. 
二 、Fuchs 理 论 的 简单 知识 


$1 二 阶 线性 常 微分 方程 的 正则 奇 点 


1, 微 分 方程 的 正则 奇 点 
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考虑 二 阶 常 微分 方程 
тюш ы ш THE S 


dz* 


Нижи! Р, 9 是 系数 。 — M mH. с 
是 函数 请 (> ) 和 9 Cab 的 极点 ; 其 阶 数 使 {(z - c0)pCzoR (г 
一 Cc)*g(z) 在 c 点 解析 ， 则 称 c 为 方程 的 正则 奇 点 。 反 之 ， м 
数 p Coma (z ЕТЕ ИК БАКЕ Др. 
AUR с јела, WIE DTR ARTER 
(2- od +(2-с)р(2- сэ «Qc — су и = 0, 
(1.2) 


其 中 p (2 с), QC - 6) 在 c 点 解析 ， 所 以 著作 以 c 点 为 
№, r 为 半径 的 圆 S。， 使 得 在 S$。 内 。 点 是 方程 唯一 的 奇 点 ， 则 
可 将 (z- с), QC- сэ Е5, ДЕЛИ ЙНЕОНК. 


blz- с) = BPa- с)", 


Q(z- о-оо, 


— 2) 的 解 旺 如 下 形式 
«сэ үг о)°[1 + Suc ст). a. 


uha, ар ар SE AE RE (123) RA QD 
(MERRER лан» тя. 


лац 
(z— ds а- D Satararn- 1) (z – с) 5) 


Ix 
Раље LT 
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. со 
+ (в- с)Чр(г – су la+ Sopla + n)(z – с)" 
n=1 


eoi 
+ (2-с)“О(2-с) 1+ Хад (z ~ 27150, 
пол 


然后 再 将 p (z – с), Q- c) 的 级 数 表达 式 代入 相 慰 得 到 


С = 1) + Sra (n) (a4n-D (z =e)" 
5C у 51 和 “ж f 


TE š 


ос ao ри : 

+ Мар, (2 — c)" + У) М Гат (о: + m) Ра-њЈ (2 = c)? 
n=0 п=1т=1 Р 

3 о п. non Em 

+ аас оп S 3 (ома ето", 
n=0 n=1m=1 т EIL 


4 < - СМАЊИО ОРЖ, 4 ] 
9+ (ро– 1)а +q = 0, 
а ((а + 1)" + (ро 1) (а + 1) +9.) фар, tq = 0, 


[ Sra Bm 
аһ{о + п) + (ро– D (а +п) + до] + У) ста + m) 
: PR. цэ 


Pu-m д-т) + ара "да = 0, 


„на 3 212 eo 5 R 
(2- cyfa Ca 1) +ар rq + 2146,C (а + п)? 
i Зан abe o 
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п-1 
+ (фа 1) (а +n) +q] + D aC (a m) ра-т + Qn-mJ 
m=] 


*ap,* gn | (2 = сн = 0. 


关系 式 
Fea)=at+ бр“ D а +q = 0 UO Sed 


称 为 指数 方程 。 它 的 两 个 根 〈 可 能 是 相等 的 ) 称 为 指数 。 设 p: 和 
ЖЕ (а) = 0 的 两 个 根 ， 取 定 w 5р, р. 2. — REF 
Са  n)RAE(n = 1,2, ，…)， 则 可 唯一 地 确定 cl， 0,7, 
аш ceV REZ, WMR = pb 则 p: 不 能 是 pi+ lo pit +, р, 
+n, eh MRa =рь, 则 pi; 不 能 是 ps+ 1, pz+ 2， pz 
+ 1，，… 中 之 一 。 由 此 可 见 ， 若 指数 差 p:- p: 不 等 于 零 或 正 整 

数 ， 则 全 可 得 到 两 个 级 数 


(z – c)PC1+ Xe - с)%),.. 
n=1 


"(2 — c)P:[1+ DEAS = с)", 
п=1 


它们 形式 上 满足 方程 。 下 面 证 明 它们 的 收敛 性 
р.р» Ве. Фрі pz= h. BRE 
有 关系 式 


F(pit п) = п(А+ п), 


ШЕР (2 – c) 和 Q(z- c) 的 解析 性 ， 我 们 可 以 求 得 不 依赖 于 
的 正 数 M， 48 рај СМ“, lad <Mr”, lpipnt qu]  Mr^*. 
УШЕЙ, жим>1. 显然 
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Реља | 2 М M 
MM теле ва r 


假定 Ч 
еь-4(МУул, п= 2, 3, =. 
m 
a MEC -mi* Фан * Pipe qul o л!" 
| 已 (pt+ n)| 


Pa хил 


21е. m+ qs-m|+ ENTE 
In C5 + п) | 


n-i ni 
7% УМ"! У ти 
D = 


< In (| 


пі") 
м" 2___ М" п(п+1) 
7" |п(р +п)| r" 2n (&+1) 


211+& Рад Jis 
ТАВНА, Jas RN. aum ак 


1+ 22 - с)" 


SEERE SU а ia 


lz2 - с [< 二 时 是 一 致 收 全 的 ， 即 是 一 解析 函数 ， 
完全 类 似 地 可 证 
jonm" . 54 


其 中 1 是 11 ~ вз, Hors ss drop = ЊЕ 


当天 不 为 正 整 数 时 ， 这 个 界 是 存在 的 сажал, 总 在 前 


面 有 限 个 中 找到 上 界 ) 。 因 


M - 
/ 
la^ < TH-E 


ü 
в’ Mm Руса, 


则 
M” lin(n+1) = М" MERCI. 


le |< rm асп | 


х|1-4|- шээг 


这 就 证 明了 级 数 
1+ Sc - с)" 
п=1 
az - ок. тива, 
TJERÁTUBITEIERUA с SOR PL ЕВА ` 
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(Е суп ü +a, 2 一 oj 中 
n=1 


мые ач or (1 + Do (z = o.» 
n-1 


MRP- КЕШЕ ЖОЕ, НИЖЕ, 如 方程 的 所 有 
正则 奇 点 都 在 轧 内 ， 则 基本 解 系 的 两 个 解除 去 奇 点 外 可 以 进行 开 
拓 ， 因 而 除 奇 点 外 都 是 解析 的 ， 只 有 奇 点 是 解 的 上 点 . 
О > 没 有 
意义 或 与 ui Cz ) 相同 。 此 时 在 奇 点 的 邻 域内 务 一 解 的 形式 是 什么 
9 7 

Фи=и(2)6, MW Жэн 

папу) turt, й" » u C^ zu! ut, | 
тажа мај DOM E 


mohe - omi pes р odt 
da 


ы з и'(2) 46 І " Ub 
*2( = суш) ак. ЭСЭЭ 


+ (гтс)р(г—с)и'(2)+О(г-с)иу(4)]= 0, -4 


即 


-上 


пао 6 + узи. (2); 
(2-0) da + [«- ople- 2) + 2(2— ie) m en) d 


u, (2) 
o L (dE Jaf- 2820) засаа 46, 
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= 22 
= = и, (z) +Inexp[- f PCC) dz | *InB, 


gn 


: = 1 2-0) 
t AtB PRIME MEIN ЯГ 


г-0- po 
u?) 


= А+ в| 9 e exp[- us - Lp- o] dz 


= А+ B| єг = с) -Ро- 2015(2)а2, 


其 中 4、B 是 任意 常数 ， 而 9( 2 ) 是 在 以 c 点 为 心 的 圆 内 的 解析 
函数 ， 此 圆 内 不 包含 函数 请 (> - c ) 的 奇 点 以 及 函数 (zc) ?1 
ис), ЖК ОСС) = 1. Ф 


9(2) = 1 + 2) 5.02 – с)", 
п=1 
ШЖК 0 MJ 


Е =а+в[|1 2-7 ce-o") = суб 4г 


=48[- 工 -9 > (2 – c)""k+ gyln(z-c) 


-+ D —95— (2 — с)" (Apo 1-Р:- ра), 
=R+17 — А 
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Bib, Jp (1. 2) 在 S。 内 《除去 c 点 外 ) 的 一 般 解 为 
Aui(2)  BCgii МС сэ" 221, (1.5) 
其 中 


au 


8(2)=(2 - oP[-} Ec - e». 


REG AUN, t 
fuk = 0, — 
Au,(z) + Bl», (2)ш(2-с) + (2- сур: 5) LG- o"). 
: n-1 
| (1.6) 


在 方程 的 正则 奇 点 的 适当 邻 域内 所 得 到 的 解 ， 都 称 为 正则 积 
#5, t j 
2. 无 穷 远 点 
无 穷 远 点 是 方程 的 普通 点 还 是 正则 奇 点 应 如 何 判断 呢 ? 这 只 


要 作 变换 > = 土 后 ， 看 对 = 的 方程 中 z:= 0 是 普通 点 还 是 正则 奇 
点 即 可 。 
令 = ка 则 方程 (1 。1 ) 变 为 


а уна 4)н-0, алә 


кка zl = 0 (2 = oo) 为 普通 点 的 条 件 是 22 – zt p (2) 
和 z49(z ) 在 无 穷 远 点 解析 ， zi 0 (Z = оо) 为 正则 奇 点 的 条 件 
№2-2р(2) (гр(2)) 和 ztq(z ) 在 无 穷 远 点 解析 。 
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52 Бис] 


15.33 

一 个 二 阶 线性 微分 方程 《1 。 19), эЖжЛЖ Л (D 
括 无 穷 远 点 ) 都 是 正则 奇 点 ， 则 称 之 为 Fuchs 型 方程 。 ` 

НЕР (z) 和 9 (z) 在 无 穷 远 处 应 为 零 ， 并 且 对 任何 有 限 z 
至 多 具有 一 阶 和 二 阶 的 极点 ， 所 以 (2 ) 和 9 СТ), 
Ва,» аз, 2,5 (1. 1) (65 个 有 限 的 正则 党 点 时 ,一 
个 Fuchs 方 程 必 取 如 下 形式 


+ Р (2) du , QC) үд, (2.1) 


5 rA (2) dz R (2) 


JURR CE (2 а) 602 –а). WRN Ш BOE T ЭС 97 
远 点 为 正则 奇 点 和 解析 点 的 判定 条 件 ， 当 无 穷 远 点 为 解析 点 时 ， 
《2) 为 n -1 次 多 项 式 ， 且 zw-1 的 系数 为 2， 四 (z 为 zz 一 4 


次 多 项 式 ， 
2。Fuchs 关 系 , 
对 于 奇 点 on(A = 1，… 71)， 其 指数 方程 为 
= 1)+ Раю Оба) — . 
а (а – 1) ATUS, а + LR Co 0. (2.2) 


Ë (2. 2) 的 二 МУ АЦА а,%, 显然 


а Фа, в=1– MAC `(2.3 
Ку (аъ) ° š 


着 无 穷 远 点 为 正则 奇 点 ， 则 相应 于 无 穷 远 点 的 指数 方程 为 ” 
а (а= 1)+(2 + ,) 2. +: =0, 
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у: = Ни z p (z); p= па ша). прсним 


" uu 


a,€9, М : | B : 
ав) жазб = (НА), в.о 
Ни Ха; 3) Ж (2. 4) 得 Mos SC NE 


п 
0,9 + a, 09] + а, (9 + а, ©) 
SUAM TP EB х 


4, „ће Dn Ka es UH. : н 
BM à сви 
263 =, 5 * АЈ. EE E 


Bi p (a) / Ruf (а) JEEP Ce ) feo SIG X E p OE 
ЖЭ, MEREZI BORNE тор, NU cu 


于 是 得 到 关系 式 ze ncs 


n 
а, Фаул жовт. 497 
=1 


称 之 为 Fuchs 关 系 式 , T DE 5 
жабка, — may сой 可 

Ж p Cz ) 在 无 穷 点 的 残 数 为 - 2v TORUM Fuchs RRRA 
Ў am ed) = n —.2, "ELM ДӘ у 
8-1 


3. Кіетапп E 2 Х h Ve | 
最 简单 可 积 的 Fuchs 型 方程 是 具有 三 ЛЕМАН, 称 


443, 


之 为 Riemann 方 程 。 设 这 三 个 译 点 为 4，4b，c， 无 穷 远 点 为 普 
通 点 ， 则 方程 的 一 般 形 式 为 

d'u, 22? +1,2+1, du 

dz? (2-а) (2-6) (2-с) dz 


mz? +m,z + ту A Энн Хам 
свето" =) 


由 此 可 见 , 此 类 方程 由 五 个 参数 确定 。 下 面 我 们 证 明 ,方程 (2,7) 
由 给 定 的 奇 点 a， b, 。 和 相当 的 指数 方程 的 根 a，a'; В, 
BY，Y' 唯 一 确定 。 这 三 对 根 满足 Fuchs 关 系 


ata’+B+B+Y+Y=1. 


将 (2.7) 的 系数 写成 部 分 分 式 


22! +1,2+1, А B с 
— -一 一 十 一 一 -一 一 十 , 
(Z—a)X2-0)(2- 6) 2-4 z-b 2-е 
mz? + mz + ms А! В! c 


一 一 二 十 5 
(-aX£-4iG-6) z-a 2-6 22-с 


ЖПЖЙЕ ЖА, В, С, А, В, C, 
由 于 
Ни(2 -а)р(2)= A, lim (z — ауа ша. 
азо E e (а-6) (a-c) 
所 以 对 应 于 > = 的 指数 方程 为 


A 
а (а – 1)+ Аа+_____-- = 
(а – б)(а – c) 


从 而 
а +а= 1-4, ads 4 i; 
PM 1 ,K€a-6)(a- с) 
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AAACN S. 


“А 1-B, Bp = 
D "е E 


В’ 
pa РЭН 
2)(6- с) 

c 


Үл 1 — ——— 
* тез ` (er ay (e= b). 


于 是 方程 (2 。7) — €—— 
d'u,[1-a-o,1-B-B',1-Y YI а Ë 


“425 2-4 2-6 2-с dz 
Ни. MO E ek да а NR D " r 
{e ec „ВВ b-a) (b — c) | 
2-а 2-3 
t vwd- a) (c- b) o b | 
i+ : (2. 
12-е s toGLb- о. Паре > 


WA dba 8, Ву Y, Y 为 方程 《2.8) 的 竺 征 数 ,i. 清 
E 0.8) 的 任 一 函数 称 为 Riemann Р-Я ЛЕХ ， 


注意 它 所 表示 的 不 是 一 个 本 数 ， 而 是 > хан е 个 一 
%. 1 | а у 

完全 类 似 地 ， 可 以 化 具有 三 个 正则 奇 点 0 % Rn 
УУ c ; 

d'u + 1-4-0/,1-8-8/ ди ie c) 

dz* z-a 2-6 r= шинэ 


" 


-= 0, (2.9) 
G- oC 


BB’ b-a) 
+ = 二 YY/ х 
Хара, ал B, В; Y, Ужин, ‚ b, co 的 指数 方程 的 
根 ， i 
Riemann 方 各 (2.8) Зани 
1° У ИЕ рта Е 


Zi Me терм 


下 ， 22222 Riemann 方程 ， HP- -函数 之 间 具 
有 关系 


a b c a, b, ci 
d^ B. HIE Ву de (2.10) 


o! y а’ PY 
Sepe bi, “是 对 这 于 = Tias b, амоно. 
ERMEER o 


u= (2 -а)^(2 – b)"(2 – e)*u 


"ES 仍 变 为 Riemann 方 程 ， np- BUE RUMOR GR 


a b c i 
pia В Y ов | 
лон gg E ox MEET x e 


пау ecce 
Zu a E se бон kall Ээ ОРЧ 
«2 [en B+u y+v z | Ма 
GÀ dh Yi 
BUB Fuchs; ga 
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Херу, `! ЗЭТ ў T 
"ace —— 
пи (2 – ву (2 — а), ЖНА, РУБЕЖ. 

3°. Riemanngj&& (2.8) flp-383 (2.8) фа но’, 
B 与 B8/，Y Уу ИЫ, а, b, c 也 可 互 换 位 置 。 

4. 超 几何 方程 ， 化 三 个 正则 奇 点 的 Riemann 方 程 为 超 几 

"те 
А Riemannr 34 3t Riemann p- из 


0 1 со 
1 0 0 a 4 
1-у Ү-а-8 B 


时 ， 其 方程 应 为 
z(1-z)du+ry-(a+B+l)z]-au -аВи= 0, 
42? dz ; 


вы 


这 就 是 超 几何 方程 。 可 见 超 几 何方 程 是 Riemann 方 程 的 一 个 特殊 
情形 

和 下面 我 们 证 明 ， 任 何 一 个 具有 三 个 正则 奇 点 的 Riemann 方程 
都 可 以 化 为 超 几何 方程 。 事 实 上 ， 先 作 朱 知 函 数 变换 


ије(а = a)-%(z — b) B(2 — с) 


MJ p - 2 СЕ RS 
a b c " 25 | 
„је B у 3 оне" 
а’ В Y , 


а b t 
- Сузи 
(i у» 0 0 Y+a+B гр. 
й a-a 8-8 ха. 87 
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因 解 到 上 任 省 常数 导 仍 是 解 ， теит 2298, Мо 
оо, ЊЕН | s 


а b œ 5 
„јез Y | 
а’ g Y 


É а b veo. ° 
-ee 0 0 у+а+в“ 中 
"а В’-В ү'+а+В 


再 作 自 变数 变换 
а= =, 
b-a 


2-0, b, оофжуо, 1, co, Ш i 
0 1 œ 
ЖЕ 


Р 0 1 оо 
Е 0 20 у+а+В 中 
Ха-а В’-В у+а+вВо ` 


+ 


у+а+В=а*, у’+а+ В=В*, 1+ а — а! = y*, 


Ди, (z:) 适 合 的 方程 的 Riemann /函数 为 


0 1 со 
b | 0 0 о» a} 
А 1-y* y*-o*-g* ве 
其 方程 为 
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Ч, 
саба e TS Orto тэр» пао авва = 0 : 


这 就 是 超 几 何方 程 。 


83 ИЛИРА 
1. 在 正则 将 点 0 ， 1, оов не | 
已 知 超 几何 方 各 


e^ ipd s Е aj du _ 
21 aJa t [Y 7 Са В+ 123 E apu= 0, 
(3.1) 


的 -函数 为 1 
0 1 оо 
b 0 0 a 20, 
1-Y Ү-а-8В В 
与 三 个 奇 点 0 ，1 ，co 对 应 的 三 对 指数 分 别 为 0， 1-13 0, 
у-а-Вжа, B. 因此， 如 果 Y， у-а-В, a- BRKE 
整数 时 ,方程 (3 1) 在 0 ，1，co 三 点 附近 应 各 有 三 对 独立 
м. 
2=0, и =р1(2), и,з217Үр (2), (3.2) 
2=Ъ и, = p.072, u= (1-2) * Pp, (1-2), (3.3) 


А eo 


Зри, po oo р ВВОЗ. TERIS ЖАН 
具体 写 出 来 。 
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fbi (zy = pite) = Soto (G.D', MN 


3 n(n-Da,G* 1-729) + ime 
: уо» 
оз h 


- 5 (а + В + 1)na,z^- Заре, =" = 0. 
nal Aoi € oipe Wmo „7 


„Зубра, + Dront Daniz- Зно, 


= ЁС (а + В + 1)пад2"- Зава2"= 0. 
п=1 п=0 


因此 应 有 
ya; –авао = 0, 
2XY HDG Ca +10 (В + 12217 0, ua 


(Y +hyCn 1004, 7 (а + n)(B + n)a,= 0. 


өөө 


бо 


ba 
0 


„се + num Y*0, -1, -2, ~. 


а. оф 


У") (+1). 


从 而 如 取 ou = 1, MW СОИС ч 
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Edi Eid 1ЭнесВ сн. 


ба = —- 
MO Y)Y беж С я) 
eia, 
(п + 1 Сана : 
所 得 到 的 对 应 人 为 
utor ‚В, у, 2) = m са Фа, G.D 


n=0 ny ШЕ 
как ЕТЕ А 


_ Сп + 1)Y + M) : | L. 


Qn+1 Ра + пусв +) : ! 
Щ п оон 1, |21 1 时 级 数 收敛 ， 所 以 F(a，B， 
v, 志 ) 在 单位 加 内 代表 一 个 解析 函数 。 最 后 是 Paler 在 研究 建立 
-PAN кенинин нйн Он, 1 a+ 


z)", пса + z)58) 的 级 数 时 ， 引 出 级 数 (3.5). 事实 上 
ЕС-т, B, В, -2)= (1 +)", | 


1 
НҢ v! 
FQ, B, В, 2)=—:–, 


1-2 
Ва, 1, 2, – г)= (+ 2), 
limr(1, В, 1, 5)" 
Fee, В, В, Z)z(1-2)*, - 
求 出 级 数 刀 后 ， 其 余 的 五 个 级 数 bz, …， be 就 不 必 逐 一 地 直接 
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ER, ТАБАГА ВЕЛТИ ` 


根据 前 述 Riemann 方 程 的 性 质 3” 
0 1 œ 
„|. В Y | 
а! Ë Y 
о 1 °° 
=a] 0 ~ 0 ү+а+В 4 


а+а В’-В ү+а+В 
0 1 оо | 
„је : у | 
a P Y 


0 1 co 
= 24 а еа ME ;^R ol ГИ Ya +В E | А 
: r-a',B'-B. v'xe xp, 
киден, 因此 


E r °° ` 
„| 0 0 у+а+в -| 
а-а В’-В у’+а+В 
0 1 co 
-| оо Y o^ В 4 " 
a-a В’-В уља + В 
或 者 仍 采 用 记号 
а= у +а + В, В*=у+ачВ, уза 1 6o co, 
Wa + 
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[D 


0 1 со 
2 0 3520 а“ | 
1-y* xy*-a*-g* В* . 


: с 0 1 со 

-| 0 о, о®*-ү*+1 4 

f у*- 1 y*-o*-p* B*-vy*- 1 

这 表明 (3.1) 有 另 一 特 解 i ш: 

и: (=) = 2! "ТЕ(а 1 у +1, B-Y+1, 2-Y, 2), ` 6.6 
即 | р 

ра(2)= Fa- Y 1, В-ү+1, 2- Хат). 22 | 

只 要 Y 不 等 于 零 或 正 负 整 数 时 ( 当 Y = о, .- 1,5 2, 
№, (3.563823 уз LEM, (3.5) У (3.60 ША B Y 
= 2,3 нв, (3.6) 无 意义 ) (355 (3.6) 构成 方程 


《3.1 在 正则 奇 点 2 = 0 附近 的 两 个 线性 无 关 的 独立 解 。 
如 果 将 B 与 B/ 交 换 位 置 ， 得 到 


0 1 сва а, 
К Р UE ужа+в 4 
а-а "ge 8 y^ tar B 


20 1 го | 
хагарч 0 о у + а +В, 4 
а-а B-B уља +В, 
同样 令 | | 
о“= у + а +, В*=ү+а+ В, уг=а1+а-а, 


得 到 
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0 1 оо 
Р t 
2 о 0 аж 2 Ж. 
1-v* y*-a*- В* В* H 


` 0 1 со 
тают) 0 0 y*-p* 4 
1-y* а*+ В*- ү? y*-a* 
可 见 (1- 291-9 ВЕ y-a, Y-B, ү, 2) (3.1) 在 z= 0 
附近 的 又 一 解 ， 因 而 存在 常数 4，B ,使 得 ， 
(1-2)1-ВЕ(Ү-а, у –В, Y, 2) 
= АЕ (а, B, у, 2) + Вг' УЕ (а – у +1,8– Y +1,2–у, 2) 
上 式 左 端 可 以 展 成 z ПЖ, ПАНИКА 
AL1+ 0 (z))+ Bz! "YC 1 + 0 (2)), . 
所 以 必须 有 4 = 1, B= 0 。 从 而 得 出 一 个 重要 的 关系 起 
Fla, B, v, sk RIS Qs a, Y-B Y. 2). 
(3.7) 
Н-Т FCR, В, ，Y ，z= ) 当 Y 不 等 于 0，- 了 
— 2，… 时 用 者 级 数 表示 的 新 方法 。 
为 了 求 出 在 = 1 附近 的 解 ， 只 须 作 变换 2 = 1-21, М 
《3.1) 变 为 | 


21 


Ú – ави 
215 


(а+В+ Da 一 ави 


Hi, Æ? = 1 附近 有 解 


us= F(a, В, а+8+1-7, 1-4), (3.9) 
u,2 (17 265 ВЕ(ф-а, Y-B, 1-a-B v, 1-2), 
(3.10) 

其 中 Y - a - 了 不 等 于 整数 。 


同样 ， 要 求 奇 点 2 = co 附近 的 解 ， 只 须 先 作 代 换 = nh 再 
1 
фи = 208, 2. 1) 化 为 


20-22 CON а-В+1) - (22, – or s 


+ es XQO-2Y* 1]a- 


ЯН, RAA — (а + В) л +oB= 0, В) = ал = ВА 
可 能 化 为 超 几何 方程 。 当 入 = e 时 有 


аа-аа CG- B+1) + Qa- МЕ Руни ча 


-a(a-Y-*1)ü- 0. 
当 和 = 日 时 有 
5 пата еВ ағ - GB- re ану” 
-B-rYs 19450, 


”因此 ， 在 无 穷 远 点 附近 有 两 个 独立 的 解 
шв = Е(а, a-y+1,a- B+, 2). (9.11) 
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: | CNET 
| језиве(в, Bons в-8+1, +). 150) 
| ЭША О, 1, өвд ВХЕЯЁ:---1-, = 


ш21-1, аа Жї 


, ， 还 可 以 得 到 k3*1) 的 如 下 特 解 
21 21-1 


icr 


uc а-а ФЕ(у -a, В, В-а+1, 1), 


= d-27F(a, Y-B, a-ß+i, 


u, = 27° F(a, а-ү+1, а+В-у+1, 2-1), 


tom 2*7 0 7 2) 8 F(v - a 1- а, ү-а-8+1,2-1) 
ша) (о, У-В, v, p 2 D 


ша zit m zy F(a- у + 1, 1=В, 2-Үеүт =). 


2. 超 几何 函数 的 解析 延 拓 公式 


Ж ил, и», ++, 都 只 是 在 某 一 加 内 有 定义 , 这 一 段 我 


们 讲 它们 的 解析 延 拓 公 式 ， 为 此 ， 先 引进 超 几 何 级 数 的 积分 表达 
式 。 


假设 Rey>ReB> 0 。 因 为 ， 
Dus ВВ+ 1) (+ п 1) ГВт) 


ге ' 
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而 
Joa onte Ben “-В) 
| 


ш.ГфеюГсс-В» 


~ y*n) 
(B), _ PODT(G + я) 4 


OO. ГСЭГСҮҮн) 
толчу" Ө. 


РОВ ог» 
代入 到 超 几 何 级 数 中 
Fla, B, Y, 2) 
LY ` <, (ода, "| i8*n-1(3— DY-B-1di 
"та ВГВ ить ny |; . 
rcy - e С 
Е dor». ва (1 РТВ: rag )"dt 
( уг (B 21 >, E 
Г(у) Ё -а 
= L 1B- 1(1- 1) B^ 1 (17 12) 70, 
Tev- p) aJ. 
(3.13) 


РЕКИ са, B, v, DBR. ' 设 Re(Y -a 
–8)> 0, Кеу >Кев> 0， 则 在 (3.13) APETA 一 0 得 
Fia, B, Y, 1) 
= lim iF(a, B, Y, 2) 


z>1-0 
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TO) fuma = усева 


"TOT G- B 
rey) | ГОГ (у-а- -8) 
= ГО) вфВ,ү-а-В)-БСООТ 
Tdoro By Р-р г уау" 
(3.14) 


ВАЛА А НИ я НЕ (а, В, Y, ) 表 为 另 
一 种 形式 . ЖЕ (3.13) 中 , 45-72 - f, ИЖ 


Еа, В, ү, 2) 
r(Y) Ү-В-1 - В-1 -а, 
=FR BrO er. 5 (1- s)B-1(122 + 52) 85 
ë -а го) sy-B-1 
Зов о-ва 


x а- ов (1 T s) "ds 


-Q == ~ "m PB 
= (1-2) F(«, Y-B, v, =). 
即 
Fla, B, ү, 2) = (1- 27*F(o, у = B, v ). 
(3.15) 
上 式 左 端 是 在 单位 贺 | z |< 1 内 有 定义 ， ap 


即 在 半 平 面 Rez WAP 因此 可 以 认为 《3.15) 式 是 解析 
BWF, B, Y, 2) LN SIRe z< ВЖЕ, 
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利用 a 、8 的 对 称 性 又 得 


FG,8,v,2 = Q- 278F(v - а, B, Y, =. 
(3.16) 


Wi1，*…，wis 等 对 解 都 是 定义 在 不 同 区 域内 的 ， 但 是 其 中 有 些 
解 中 又 有 相交 的 定义 区 域 ， 根 据 二 阶 线性 方程 的 理论 ， 任 何 三 个 
特 解 之 间 必 存在 一 个 线性 关系 ， 由 此 可 以 导出 超 几 何 函数 的 一 些 
解析 延 拓 公 式 。 例 如 41 与 4s，us 之 间 必 有 一 个 线性 关系 ， 即 


F(a, B, Y, 2) 
= АР(а, B, а+В+1- ү, 1-2) + Ba-z) 9-8 
x Е(у-а, ү-В, 1-а-В«ү, 1-2). 
Y-a-B-0, +1, t2,-- 
STEM 4, B, Bi Rea + B)<ReY <1, 42>- 


0， 得 
Doro – а –В) 
Аг рКа А = Er. x 
FG By Y, Den TO cH) 


4:08 
AL +В+а- Га у) 
Г(а+1- ГВ +1- YO 


P(1-a-Br y) -Y) -1 


+B xt 
Г(1-@)Г(1-В) 


由 工 -一 函数 的 余 元 关系 式 
“Е(хуЕ(1 рулы Ж, 


SINXT 


3 


Г(«+В+1ї-+)Г(1-Ү) 


Та +1- ГеВ +і- Y) 


КСВ: В +1- Ү)Г(1- Ү)Г(Ү)Г(Ү-@-6) 
Pea +1- Y) (Y-a) (B +1-Ү)Г(Ү-В) 


sin(Y – a)asin (Y - Вә)я шан 
quoe À 


лаа Ну. : AE RH 


"a-a Га - 
Г(єї-а)Г(1-8» 


= B. Г(а)г‹В) sinax Япүл ` 
Г(а +B -ҮГСҮ» sin(a + B -= Yom ѕіпул ° 
而 
Га-а-В+гГа-у) _ 1- 4L *8*1- ү) Г(1- ү) 
5 Та - оса -В) > Г(а+1- ҮГ В+1- 一 Y) 
т о) xsin (ү- Вт 
siny sin(a + B — үул” 
所 以 
в T(o)T(B) 2, 
Fa+B-Y)FOY) ^C 
因此 


же, BATF, В, Y, 2) 8) [1 - 2] 1 的 解 
HEAR 
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ел, 


Fla, ВўҮ,25 


pu -2Y, b-2) 
Г(Ү-@)Г(Ү:- 


гога + ВУ) ey 2yr2$ 
Г(а)Гг‹В) 
xF(.-,a, Y-B, 1-а- В+, 1-2).  ， 
"e end вер 


' eS 


ЖЕ (3.15) AXES (3.17), Wf FG, В, 12 2) 
#11 - г> 内 的 解析 延 折 公式 


ГСҮЭГ(8-ҮЭ (41. 2-2 


ТЕ (а, В, У ,2) = 

JO uS В). (t dd 
р 1 4,ECORG - 8) шу 
Казан :8,в-841,--2-3 тэн CONEA put z) 


ev- e Baso: г re ir 
e-B*füg tl ЭЭГ 549 3 T 19) 


ЖЕ (3.15) 的 两 端 分 别 利 用 【3 35) , 5.19 ， 则 得 
Ка, В, ХЕ xl |> 1 的 解析 延 拓 公 式 | „ 


БУХ 


COT (G - ав). Зи 


n = 还 人 
Fia, d Хас TO= ord 


D 
xC 2) вР(8, вета, B -at јр ме 


a-B20, t1, £2, ` (3.19) 
461 


ЖЕ (3.15) 的 右 端 利用 (3.17) ， 可 得 超凡 何 函数 : 
ока со 


F(a, B, Y, ТТТ 


хэргээр ә 


| F(o, a-y+1, «+В+1-ү, = ГВ) 


ава - гупе ВЕ(у - B, 1-8, Yza-B* 1, 2-4), 
Ү-@-Ё&=#0, +1, t2, . (3.20) 


3.8 ли ЕЛ. ЕУ 
СОЁН ТОЧЕН, ЖЕНЕ RIA K BH iy BEA RE 
Her, XEJERGDEDLADHUÉ (а, В, у, = ) 的 解析 延 拓 公 
式 ， 我 们 都 吉 开 了 指数 差 为 整数 的 情形 ， 即 留 下 了 Y，Y - а - 
В=0, +1, 土 2，… 的 情形 。 接 照 Fuchs 理 论 ， 此 时 方程 (3.1) 
күк кке 下 面 我 们 就 来 求 这 种 特 解 ， 

+ 上 先 考 虑 Y = 1 的 简单 情形 。 此 时 wz.( = ) 无 意义 ， 方程 
Ea ERP, В, Y, 2), AR 
另 一 个 含有 lnz 的 项 的 独立 特 解 ， 我 们 采用 取 极 限 的 方法 ， 

Ете 1-6, е 是 一 个 任意 小 的 正 数 ， 册 时 方程 (3.1) 
仍 以 《3.5) 和 (3.6》 为 其 两 个 线性 独立 解 。 因此 
zF (G+ e, B*s, Le, zy-F (а, Blm e, 2) 
= 
Jk (D ММ, Seto, ИЕН, 
$ CO = limb. (=) 


Ye s = 
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= није 1 l Flate, B+e, 146, 2) 
£0 = 


+ F (a+ e, В-е, MR B 1-е, 2) 
= 


=Р(а, В, 1, ува A FC, В, 1,29 


+O В, 1, + F€, В, w 201-1 


Џ 


= Есе, B, ту Dinzt+ SpA, CORO в, гаа) 
n=1 (п!) 


其 中 


ы ES l-— ~ Эд 全 + 
- 2(1 dete +1). | 


我 们 还 可 采用 另 一 种 方法 来 表示 A，。 对 关系 式 T(% +1)= 
AT GO 两 端 到 对 数 然后 微 商 得 
Mari) 21, Гц) 


Г(х+1) x Г(х) оду 


因此 
2041 _ Г'(а +n) _ Г'(а+п– 1) 
а+п-1 L(atn) T(a*n-1)" 
1 (| dY(atn-i1). Гажиг, 


atnu-2- T(a+n- 1) LI(o*n-2)^ 
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1 _ Г'(а + 1) _ T'(a) 
a Гази) Га)“ 


从 而 
1 1 _ Г'(а +n) _ T'(a) 
一 十 wo。 十 = А - = , 
а‘ a+n-1 Г(а+п)у Г(а) 
Lamp 1 -TB+m ГОВ), 
= B-n-1 FBrn) ГВ), 
ааа ТАС Г/ (1) 
qo ка) OD 
于 是 用 函数 表示 ALTIN 
P Г'(а n) EBn _ „Ган т) 
"= -Frari | ТВ га +п) 
Хесе) ГУСВ) „ „ Г/С) 
Га) Г) га) ° 
因为 


га) Fe ТО 
也 是 方程 的 解 ， 所 以 | 
я (а, B, 1, 2) 
(erm 


=Е(а, В, 1, гута + 5) Га + п) 


n=0 


ГеВ жт), L(+ нэ ] Css 
Г(В + n) Tarn) (пу)? 
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Do) Do) Rees 2 1,20: 


(3.22) 


— tam Шлем» 


ШІ тЫ ез у, 


也 是 方程 (3.1) 含有 对 数 项 ln z 的 特 解 ， 可 与 《3.19) 一 样 采 
用 。 

2"。 再 考虑 Y = Б(Е = 2, 3,72),0, B0, 1,2, 
k- 1 的 情形 。 

为 了 得 到 方程 (3.1) 另 一 含 对 数 项 的 解 ， 我 们 从 下 式 出 发 

я (а, B, Y, 2)=Г(у)Г(а –уЈЕ(а, B, ү, 2) 

+ ICcoro- рГ(а+1-ү)ГВ+1- ү) 
T (a) (B) 
F(a*1-Y, B*1-y, 2- v, 2) 


лГ(Ү) {Sy (0)n(B)n,n 


sinx (1- y) nzoni Г Cy + n) 


dt S UGti-yempDgei-yenm а) 
“TOW В) = щГ(2-Ү+птп) 
2. ага) _ 
ла - Y) чү) [gi 9). (3.23) 


ува, зе, Я (а, В, Y, 2) 显然 是 方程 (3.1) 的 
Ж. 
му А(А= 2, 3,90], OUR 
fina. лано D Cu. n 
har q У = mnth-D © 


另外 


limsinx (1 — Y) = 0. 
yk 


所 以 (3.23) M Y А 时 是 的 未 定式 ， 要 用 洛 比 达 法 则 求 其 极 
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限 。 由 于 
dsinz (1 — Y) | = (= pm, 
dy а 
所 以 


я, В, +, осо, "ш 


991 " <= (а) (В) “ __Г'(ђ + пуг" 
ду |v-* TE Г (Е + n) : 


да; | 
Teo)T (B) Әү ro 


= P(ca*1-k*n)P(B*1-&59m сина 


ni ©  тГ(2г— k +n) 
I'(uo*1-hk*n), Г'В+1- А+ n) 
Е Flati- ktn) Е 


lim Г (C17 УГ +1 T (2 ytn) zi-tim 
у = тГ(2-— Y + n) 


– _ $ EG mr л) „(р 4T (6+) , T" (am 
At Dipa-D* (v: lcm Г@+л) 


„+ 1- km P 1-80 (yen 
n=0 п! ) 
Г (а + тГ Btn) Г’ (841) 


== За ntl-k $ Bos ace 
пар Гао: TD 
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SE (a n) Un) Ч r: (acm, Vm 
> no + А) Є Тая Г(В+п) 


Г/ (ны 1,521) 0:-014-Өа -n 
- + = T'(or cg». 
нэ. ла -оља- 0,70 * Ё 


因此 
Я (а, В, k, 2) 


-(-D*F(a, B, k, 2) Iz+(- DE COD 
n-0 (А) 


" (erm Drm _Г'‹(п+®) I'(n*D).s 
Tlatn) rom Dtk) Гоп +1) 


AM(n-inM-dDa-a ` 
р au 1- B4 549 
щу=- в, k=0, 1,269, а, Веб, -1, 2, + 
-的 情形 也 可 类 似 讨论 。 当 a,B = 0,-1,-2,, УВ, ий 
化 为 多 项 式 , Ща, 8-0, 1, 2,96, 一 一 1 时 ，x: 退 化 为 
多 项 式 而 有 意义 。 
3°"。 前 面 的 解析 延 拓 公式 中 ， 我 们 避 开 两 指数 差 为 整数 的 情 
形 。 例 如 当 Y 一 a 一 B= 0， 土 1, 土 2,… 时 ， 公 式 《3.15) 无 
意义 此 时 要 建立 解析 延 拓 公式 也 仍然 要 用 取 极 限 的 方法 。 先 考 
碟 Y = a + B+，k 为 正 整 数 的 情形 。 在 《3.17) 式 中 先 让 Y 
варад, Жвава k. (3.15) 得 
Fla, D, Y, =) 
O ro 
Г(у–а-вВ) 
"To apa А 
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Г(а+В- у) ү-а- P = 
а URS (је BF(Y- — В, 1-а-В+у,1-2) 
er d а-2 (ү-0,ү-8 B 


2 л 1 

ов ГОО Drar 
Bon: ev 

хЕ(о,В,9+В+1- Y, 1-2) тег qi -e-BTD 


xü-2'r*8F(Y-a,Y-B,1-a-B* Y, 1-2) 


e л 


1 
Яая као Г(а- В) 


х 5 (В (1 -2)5-- Лаг ЧЕНЕ 
тга +а+В-у+т Г(аэГСВ» 


(у) (У - В)һ _(1— уусаар 
ата га вии) ) | 


全 
sn(Y-a-B) 


因为 
Зи 
于 是 ， 按 洛 比 达 法 则 


Fe, В, азвећ 2... i» [2 - 22] 
Г(а +B +k) ду Әү )у-ачва 


(91-93). 


29: 
ду |ү-а+В+ь 
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POEM XUI (a)n(B)n 
Г(а+ k)E (B+k) — sckn Г(1-Ё+п) 


[um +I (B+ hk) 


х(1- 2)" li ——— 
) "aspis FCY — eOTCY = p» 


S (62568) г' = = 2)" 

x Dra py Ta (1+9+В – y+n) (1-2) 
1 (ани) (В+ А) (Га + А) 

ТГВ) == o° м(п+ k) Г(а + А) 


Btk) “ГЭЖ 1) |(у- erm 


Г(В + А) Г(Е+ 1) 


»(8-н-13) (9) „(Вар =) 
Frane vp "| BON 
E 
ду |Y-a+B+k 


1 ба „Ва ( kin, 
: 1- гуњ т - 2) 
"POP, о nink)! ( 


„ Г' (ар жп) , ГВ e kn) Matk) 
“Г(а+к+п) PCB ++ n) Г(а +h) 


ГЭВ вэ. DO +R tn) 
ГОВ)  Га зри» 


, 
从 而 得 到 

Fla, B, а+Вчь, =) 
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ас: Г(а+Ва +љ) 
= (ре: tA) a-za- z) 
СОО Fer rr LE 


x F(a& b, B+ k, певана) + cope ВЕ 


x $t DD Ds гр aya (а + k + n) 


nzo ППА)! СГ(а + +n) 


TCRB+R+n _ Г(ї+ї+п) _Г'(1+Ё) 
Гал) Г(а+ А+ п) 1 (148) 


T(a BA) n(k-n-1)! (0), (В) ^. 
1 r ) 
ness dc › у 


(3.26) 
需要 注意 的 是 上 式 中 的 c，B #0，- 1，- 2, =, ВИ 
F(a, .B，Y，z ) 退 化 为 多 项 式 ， 而 没有 延 拓 的 必要 性 ， 

在 (3.26) 中 令 z = 1 一 z/， 则 得 F(a,B，a+B+k， 
1 - 2 ) 的 解析 延 拓 公式 ， 特 别 当 = 0 时 有 
Е(а, В, а+В, 1-2) 


Г(а + В) Г(а +B) 
a a Seu ER y I# 2 = «ЕЛИ 
Faorq оог P 1, Dir 


x Ww Са)» (B) Г(ажл Btm ,I^n*D 
«о (np)? (Ги) T+ n) Г(п+1) 


(3.27) 
(3.25) 5j (3.20) 比较 即 得 


=- Tr) " 
# (о, B, 1, 2) FG rü) F(a, B, а+В,1- 2), 
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4. 超 几何 函数 的 其 它 性 质 

超 儿 何 函 数 还 有 其 它 许多 性 质 ， 现 列举 一 些 有 用 的 如 下 ， 
1°. 微分 递 推 公式 

-L Fca, B, Y, =) рать 8-1, ү+1, г), 
d" р 


_ Сада Фа р 
dm бо, В, у,2) = Fond " Г(а+т,В +т, у +т,2), 


2°, Kummer 公 式 


Е(в,8,9 *B.1,2)- к(®, P, шаар 


aa- o) tE Lao, -1, = унь Бегеј. 


3"。 积 分 关系 式 
FQ, BY +1, 2)=Y[ “ЭЕ, В, у, #2048, 


三 、 球 调和 函数 、 勒 让 德 函数 
和 特种 球 多 项 式 


1. 称 满足 方程 

L9*u , Qu , ди 
Аче Dx2 * у: * дг? 
的 x，y?，= 的 齐 次 多 项 式 解 为 球 函 数 。 可 以 证 明 ， 存 在 2n+ 1 
个 线性 独立 的 齐 n 次 多 项 式 满足 方程 《1 ) 。 引 入 球 坐标 


x = rsin0 cos$, У = гѕіпдѕіпф, 2 = 76050, 


=0 Г (а) 
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这 时 齐 ”次 调和 多 项 式 记 为 
Un(x, У, 2)=7т"Ул(0, $). 


RAWE C) 的 多 项 式 称 为 球体 函数 ， 而 Y。 (0, $) 称 为 球 
面 函 数 ， 它 们 是 
Ри(со50), Pp,,m(cosÜ)cosm$, ры, „ (cos0)sinmo, 


(m= 1, 2, ••, п) (2) 
其 中 ， ео 
PINE 1 89 n 
pn(x) r 35 (x*- 1)", (3) 
而 
та" b 


Ре» т(х)= (07 x?) 25 


m 
_(а-2)2 а" 
DD" a) 


m 
注意 到 ， 若 以 x =cos0füA C1 – x2)2 得 到 sinmg， 以 任意 常数 乘 
(2) 中 的 各 解 ， 即 得 到 一 般 形式 的 n 阶 球 函 数 
Ys(0, $) =a. palcos) + > (am cos mọ + bm зштф) 
m=1 
X Pus т (с050). (5) 


从 勤 让 德 函数 入 手 ， 利 用 分 部 积分 ， 可 得 如 下 正 交 性 
|ухе,фууке, 64020. (яә. (6) 


其 中 s 为 单位 球面 ，da 为 球面 上 的 面积 元 ，da = sin) 2040, 
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(6) 不 难 由 下 面 导出 ， 设 

U,-r?Y,C0, 4), 0.00, ф) = r*Y,CO , $), 
应 用 Green 公式 得 

[J02 JJ asan, 


-U.AU,)do= 0, 
由 于 dn= dr， 即 得 
ff сүмс, 627 руке, 22407 o. 


ШРФЧМЯ (6). 

同样 可 证 ， 从 〈 2 ) 中 任 取 两 个 函数 ， 它 们 虽然 阶 数 相同 ， 
但 亦 必 相互 正 交 。 事 实 上 ， 单 位 球面 上 的 积分 归结 到 关于 中 在 区 
МСО, ，2x) 上 的 积分 以 及 关于 0 的 积分 ， 但 〈2 ) 中 所 含 与 有 
关 的 因子 为 : 

1, созф, ѕіпф, соѕ2ф, 5112ф, ++, cosnó, sinn$, 


其 中 任意 两 个 因子 的 乘积 在 (0，27) 上 积分 都 等 于 零 。 
而 由 惑 让 德 函数 在 〈- 1, 1 〉 上 的 平方 积分 值得 到 


4 
2 = 
| М Cp, (cost) J*do = TERU 


. (7) 


! зууш 2 (n + ту 
ff, (ри; т (с050)созтф] 40 ara Oe 


(n m) 
= 1 (п-т) 


" (Риз т(со50) ѕіптф)? da = 


按 球 函数 的 展开 。 每 一 在 任意 半径 的 球面 上 定义 的 函数 必 为 
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这 球面 上 的 地 理 举 标 9 和 中 的 函数 ， 因 此 , TURA, 6D, 
假定 它 可 以 按照 球 函 数 展 开 , 即 可 在 球面 上 展 成 一 个 和 Fourier 级 
数 类 似 的 级 数 


eo 
f (0, $)5a, 7? + 2 (ас p, (cóst) 
п=1 


+ = (а) cos тф + bí? зттф) рь, m(eos0) }, (8) 


利用 球 函 数 的 正 交 性 以 及 公式 (7) 得 


со ,2n* 1 (n т) 
apu TRISS AO, фури Cos 


x состфа о, (9) 


l bg = ps TES = mf 140, ф) р» т (cost) sim$do, 

其 中 ， 当 m= 0 时 ，am= 2 щт ов 08515 р(х) = 

Р(х), DUEB] (8) НИНЕ ЕЖЕ (0, p), 

尚 需要 球 函 数 所 满足 的 几 个 具 积 分 形式 的 关系 。 

设 Sg 是 半径 为 了 的 球面 ，yn(0， 中 ) 是 一 个 n 阶 球 函 数 ，M 是 球 
一 点 ， 其 球 举 标 为 (7r，9， 中 )， 则 Un(M)=r"yn(9，) 是 

调和 函数 。 对 其 应 用 Grecn 公 式 


al. 


Ј == Эт _ d 
UM) = LL ЇЇ. xL TU, Мн ад 


其 中 d =rxx’，MM' 为 球面 上 动 点 ，ds 是 球面 元 ，v 是 Sa 的 外 法 


К 508220. 1 mn! xs 
а ан, ав’ xri i ял 


` 
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1 
Ш, BECA X AL ; вр, 


RY1- го + (Ч, 5) 


ELSE BE LE 08 ЖЮК 
1 = >) Ра (cosy) m? 
T n-0 R 

y 工 一 一 COSY + (5) 

же р» (созу) =, тек. 

VR*-2Rrcosy*r? п=0 Ru ў 
从 而 

а [1 55 

LO-A- -Ronnen 


又 由 
Ок пр-т yu, p. 
ду 

其 中 是 动 径 OM 和 OM' 间 的 夹 角 。 将 这 些 结果 代入 (10)， 再 令 

R= 1 即 得 
r"ya (0, Ф) 


эй 1 , , ` k ГА , 
шан „ф cn + у„(%/, $^) 


M 
xoi )py(cos y) rho, 
-0 


其 中 9 ， 中 /表示 单位 球面 上 动 点 M“ 的 地 理 坐 标 。 上 式 中 两 阶 数 
关于 6' 和 中 /为 一 致 收敛 。 这 是 因为 ” < 1 和 利用 
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р, (со: | ps (13 = 1 
进行 逐 项 积分 即 得 


ту, (0, ө-2 (07, $^) px (cosy) do, 


HERL, НИТ л = kk 外， 其 余 各 项 均 为 零 〈 正 交 
性 ) ， 于 是 得 到 很 重要 的 积分 公式 


|| Yn, p) bm(cosY)da= 0, 35m n, ар 


ff oye 8 рибсозу)аа = А5900, $). ат’ 


将 (8) 中 所 有 阶 数 相同 的 球 函 数 都 并 成 一 项 ， 即 
fo, фу = 5.68, $). 


将 上 式 中 9 和 中 改 为 ”和 中 Др, Cony) 乘 等 式 两 边 ， 然 后 关 
T9, 9B. HAAD, AD’ B 


_ 21+1 PAM 
ya(0, ф) = ты re „фу pa (cosy) do, (12) 


这 公式 决定 了 (8) 中 所 有 阶 数 相同 的 球 函数 的 和 的 数值 。 
XT Ра (cos0) 还 成 立 如 下 求 和 公式 


= 0 | 
(г? — 2rcos0 + 1) 373 à (2 + D pa созу", a3) 


2. 勒 让 德 函数 
称 满足 
du 


a — Чи пп) шеа 
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的 解 为 惑 让 德 函数 ， 记 为 
раб) = жег], nes 
在 bw(x) 的 生成 函数 
а-2хї+ ES: эр, 


两 边 对 1 求 微分 ， 得 到 


(х= t)ü-2xt 12) 2 = пр, 


a4) 


(15) 


以 (1- 2xt +12) ЖИТ, киля, ЕМЧ ЮЖ » 


得 到 
0, 


(n + 1)ba|Ír(X)—- Оп +1) хрь(х) +пра-100= 0, 


(n21). 
ЖЕ (15) ВЭЛЭГХ ЖИН, ТЕ 
Da GO = D'nei (x) 7 2x pu! (x) + p'n i62, 
对 G6) ЖИ, Я OD НЕра- CORE 


Рана (<) = хрь(х) + (n + 1) pn(X). 
从 QD, (18) 中 消去 ph+1(x) 得 
xps! (x) — pa-1 (X) = npa CO, 


X) (сїз), (19) 中 消去 bw/(x )， 得 到 


(16) 


(17) 


(18) 


"а 
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Рпь (х)— ра (Хх) = (2n+ 1) ри(х). (20) 


ад эр л Вийл-1, ЖАЯ (19) АМ phi (=), 
得 到 29:34 x 
= 1ра(х)=пхри(х)— пра-1(%), 
“此 外 ， 还 成 立 下 面 的 加 法 公式 ， 


1 2 ERGO o 
picos y) = 2) (-1) p," (cos) p, ^" (cos0/ )е 96-49 
m= -l 


24 im($- $”) 


(1-3) ,m m D 
дүр Pih (co o 0507) 
"aS Tan TET А 5 


= pi(cos9) p, (соѕ0/) +2 > (I 7 m» 


т (cos) fj," 
CDEBDD Di" (cost) p, 


(cosh усозт(ф - $^). 2 (21) 
Жо, 956, ф Il REN pi GO AERIS ERE А 
m 
pr 1-22 2 а" 


51 IN aT х2-13 5 рь mG), 


(х) = (- 


сову = соѕ0 cos" + sin0 sin0^ cos($ — b’) JO MO M la] Зе 
ЖЖЖ. 


БАТЕ РАЧА 


Ch (x) 由 下 式 给 出 
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C (520 + 二 -is $ ссн. | (22) 
2 


Chx 称 为 特种 球 多 项 式 ， 又 称 盖 根 保 尔 (Gegenbouer) 多 项 式 . 左 


边 称 为 生成 函数 。 定 义 C3(x) = 1. 
勒 社 息 多 项 起 是 特种 珠 多 项 式 的 一 种 特殊 情形 ， 


Вых) = СФ (х), Q3) 


XTCÀi Omm Fie X: g 


(+1)CA 720 +n) СА + 2134n-1)CÀ.,-0, (24) 


ас, ас A dCÀ. 
аны, ^» —2AC. 229-12 
ах 27 4х АВАР ах 2 e 
À 入 
а 403 ~ dE ла =nCh, (26) 
n 
À 
(1 чан 08 у паса – (Atn DC iq 0. (27) 


CAx) 可 以 化 为 超 几 何 函数 ， 这 就 是 


chc = @Ds F(- 5 zen i* л, 1 ==). (28) 
CA(x ) 带 权 正 交 ， 即 


[| che Ch со а - ax 
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zT '(2À +n) 
Мт muro "e Чә 


其 中 


2 -0 п= т, 
ын 0 пят. 


М— ВАВ J. C28) 出 发 ， 利 用 超 几 何 函 数 公式 可 得 


|] 
сх СОРТА +n-1) ахун-н, 


(30) 
Го  lp(n—-2D1 


Mix = cos 时 ， C)(cos0) 类 似 成 立 带 权 正 交 ， 构成 正 交 完 
Ф, М/ (8 ) 可 以 按 CA#(cos9) 展 成 级 数 

1(0)= 57 а, C P (cosb), 

, п= 0 


Же, (Жо, ак. М 
аһ = aij f 0 ) СА(создуз ит Адад, (31) 


81-| ceicoxta- ә Фа OB. 0950 


关于 CA(x ) 成 立 如 下 加 法 公式 


+ 


CÀ(zz i-(zt-1) (212-1 + cos) 


_Гах-1 P Гао Q + D QM21-1) 
[T CA22?17 DG n1) 
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i 
xG'- D* (21-1) ҮС СОУС eo С teo. 


(32) 
利用 此 式 和 
7,0, пара, 3, +» 
Госте хГОХ60 6-0 
š 2 ГА + 19] ° у 
可 得 如 下 公式 


Г CA(cos6 соѕ0' + 5100 5097 cosp) (sing) 2А- 14ф 
0 


24-1 2 
= OUO Cà(cos0) CÀ(cos0/), (ReÀ> 0), 


(33) 
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(32 
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